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AVANT-PROPOS. 

Les questions du trace cu-rviljgne ont actuellemei'lt acquis· une irn­
port�nce qu'elles n'avaient pas a une autre epoque. 

Les courbes a grand developpement sont d'un usage tres-frequent 
dans les constructions modernes. On les emploie non-seulement dans 
les alignements des nouvelles voies de communication et des canaux, 
mais aussi dans ceux des routes ordinaires, ou l'on ne considere plus 
Ja ligne droite comme la premiere condition de bonne execution. 

La determination d'une grande courbe est un prob1eme qui exige 
une solution rigoureuse. Mais la voie qui y rnene est quelquefois 
longue; et l'on est ordi�1airernent peu dispose a s'.y engager lorsqu'il 
s'agi� d'etudier une foule d'autres ques.tions non moins importantes 
que comporte la redactio11 d'Hn projet. J'ai clone pense qu'il ne serait 
pas inutile rl'indiquer des moyens de solution ·pour quelques cas qui 
se presentent sou vent dans la pratique, ei qui n'appartiennent pas 
cependant au nombre de ceux qu'on resout presque sans aucune re­
cherche. 

Je donne pour ehaque probleme: 

1 ° Un procede graphique par lequel on peut determiner la courbe 
de maniere qu'elle sa tisfasse aux conditions im posees; 

2
° Des formules destinees a l'evaluation numerique des· longueurs 

,que doivent avoir les tangentes correspondantes. 
1* 



AVANT-PROPOS. 

Quoique les formules soient en generał assez simples, je n'ai pas cru 

devoir considerer les solutions graphiques com me moins utiles. Ces der­

nieres menent toujours plus promptement au but; et l'on n'obtiendra 

pas plus d'approximation par le calcul, lorsque ]es lignes et les angles 

<1ui entrent dans les formules ne sont pas mesures directement sur Ie 

terrain. Aussi n'ai-je pas hesite de proposer l'emploi du trait, pour 

des problemes memes qui dependent des equations du troisieme degre. 

ll m'a aussi semhle necessaire de joindre quelques nouvelles me­

thocles pour 1' execution des co ur hes sur le terrain, methodes qui 

apportassent a la fois plus de facilite et plus de precision dans ces sortes . ·. 

d'operations. 

Le tout est clonne en regles pratiques sans, demonstrations. Cette

forme facili tera la recherche des solutions particuliere.5-, et evitera une 

perte de temps aux personnes qui ne veulent connaitre que ]es re­

sultats. Mais com me, a tres-peu de chose pres, tout est presente pour 

la premiere fois, il convenait peut-etre aussi de prouver ce que l'on 

avance; j'ai clone pris le parti d'exposer en notes marginales ce qui 

me paraissai-t ne pas devoir etre entierement supprime. 

Mon intention n'a ete que de faire voir la possibilite de venir en aide 

a,la pratique dans l'execution d'un genre de trace <lont l'importance 

ne manquera pas de s'accroitre encore par suite des perfectionnements 

des nouvelles voies de communication qui sont a la veille de s'ac­

complir. Je me feliciterai de voir bientot Jes recherches portees plus 

loin, et des resultats plus interessants se grouper autour de ce que mon 

peu de loisir m'a permis d'offrir a la science du trace. 

P:łris, le 23 octobre 1846. 
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COURBES DETERMINEES D'APRES CERTAINES CONDITIONS. 

1. 

On a souvent a executer une courbe de raccordement pour laquelle un des 

1)oints de contact est dqnne.

La. parabole reste alor.s indeterminee.

La coridition la· plus convenable par laquelle on peut faire cesser l'inde­

termioation, est sans contredit celle que la parabole resultant de la relation 

de position des deux points de con�act soit la plus grande possible; car alors 

�a plus grande Ć@urbure sera un minimum (*) . 

.. 

(*) Le parametre de la plus grande parabole devra etre uu maxiprnm. 
Nommant " l'angle des tangentes, t la premi"ere tangente <lonne!3 de longueur, et x la 

longueur cherchee de la seconde .tangente, le parametre de la courbe sera 

. 4-t' x' sin'c, 
.p

= 
3' 

(t' + x' + 2tx cos o:) ' 

-et posantf' (x) =O, on en tire

x= 1 t (cos "+ V9-sin',,}.



4 TRACE CURVILIGNE 

Une construction fort simple donne le deuxieme point de contact de cette 

parabole. 

Du point C (fig. 1), milieu de la tangente. SA donnee de longueur, et avec 

. Ces deux valeurs de :r. portees dans l'expression generale de la deriveef"(x) se verifient, 
car elles donnent des quantites negaiives. 

Le probleme admet donc 'deux solutions. 
La premiere avec le radfoal positif repond directement a la question ; elle donne la plus 

grande parabole dans l'angle SAB (fig. 1). 
La deuxieme avec le radical negatif doone la plus grande parabole dans l'angle SAB', 

supplement de celui SAB. Pour celle-ci x est negatif par suite de 

V9-sin'a >cosa; 

-et il en doit etre ainsi parce qu'en partant de l'angle ASB donne, il faut prendre une direc­
tion in verse pour se trouver sur la droite SB'. Consideree com me longueur absolue , cetle
·deuxiemc va\eur de X est ega!e a celle

• 1 
·+v9 · , ·

x=-t(-cosa. -srn a),
2 

qu'on obtiendrait_ pour la premiere, si la parabole dcvait toucher !es cótes de l'angle 
ASB'= 180°-IX, .·

Lorsque a est de 90°, on a • 

expression qui represente la diagonale du carrć ayant pour cóte la tangente donnee de lon­
gueur. On pourrait donc alors, en construisant ce carre, determiner la position du deuxieme 
point de contact. Mais la construclion generalement applicable que j'indique pour la solutioo 
du probleme, sera meme, dans ce cas particul1er, plus expeditive. ;on s'en rend d'ailleurs 
facilement compte, en abaissant sur la seconde taogeme la perpendiculaire CE, et menant 
le rayon CB, ce qui donne 

-ou bien

comme ci-dessus. 

SB=SE+ V CBi-C.E2

, 

SB= ! SA (cos ASB+ v'9-sin' ASB)
2 

, 

Il existe dans cetle parabole une relation tres,-sitnple entre !es angles que fait avec !es 
tangentes le diametre SF. Comme ce diametre doit etre parallele a celui DB, on a, a cause de 
SG=2SD, SFG=DBG=90° ,

FG=2FB, 
tang FSA = 2 I ang FSB. 

. 
-

.. 

.. 
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nn rayon egal a� SA. decriv�z un arc de cercle de maniere a couner la se-
2 

. < 

con de tangente en B: ce sera le deuxieme point de contact du raccordement 

parabolique de moindre courbure. 

On calculera d'ailleui's tres-aisement Ja longueur de la seconde tan gen te au 

moyen de la formule 

SB=!. SA (cos ASB+ \/9-sjn' ASil).2 

L'extreme facilite avec laquelle on determine cette courbe permet de Ia 

considerer- des a present comme acquise a la pratique, et cette acquisition

n'est pas sans quel-que importance. C'est d'abord un cas resolu qui se pre­

·sente peut-etre plus souvent que tous les autres possibles pris ensemble.

La solution fournit en outre une regle generale pour l'etablissement des

raccordements pour lesquels un point de contact etant donne, le second ne

peut ou ne doit pas etre a la meme distance de l'angle sans que sa position

soit autrement determinee. Le cercle et la parabole a tangentes egales ,deve�

nant alors impossibles, le raccordement par la plus grande parabole sera de

rigueur. Quand ce dernier ne pourra non plus etre execute , la connaissance

de la position que doi vent avoir ses points de contact, servira a determiner

la courbe la plus rapprochee de ce raccordement, et ayant a�nsi le moins de

courbure par rapport aux dispositions particulieres de la localite ..

II. .·

Lorsqu'on a une troisieme tangente donnee de position, la determination 

du raccordement pa:rabolique de moindre courbure devient moins simple 

que dans le cas expose ci-dessus. _On etablira cependant assez facilement les 

points de contact de ce raccordement par des procedes graphiques que je 

vais indiquer. 

Prolongez indefiniment AS (fig. 2), et sur la droite CD, menee par S pa-

'rallelement a la troisieme tangeP.te AB, faites SD-= AB et SC�== i AB; de-

•



G TRACE CURVILIGNE

crivez ensuite du point C _avec le rayon CD, l'arc DE, et tirez FDHG de 

mnniere a avoir DF == HG. Les tangentes seront SG et SK :=;: SF.

11 est evident qu'on obtiendrait le meme resuHat a l'aide du cercle DM 

decrit sur le diametre CD, faisant alors IF = IG (*). 

La droite FDG peut etre une regle· graduee qu'on tourn:e autour du point 

D jusqu'a cę qu'elle parvienne dans la position indiquee. Quel que sbit du 

reste le moyen_ dont on se servira pour rr_iener cette droite, il est certain

qu'on pourra l'etablir avec la derniere precision qu'admet le trait, et cela 

sufilt evidemment pour notre objet. 

(*) Quand on mene par le point S (fig. 2) de concours de deux tangentes de la parabole,
la droite SD parallele et egale a une troisieme tangente AB comprise entre !es deux pre­
mieres, le diametre FG, qui passe par l'extremite D de fa droite SD_, passe aussi par le point
de contact de la tangente adjacente SG. Il faut donc donner a ce diamelre une position telle
que le paramelre de la courbe devienne un ma:ximum.

La position du diametre FG peutetre delerminee par l'angle DSL=x, que fait avec SD,
la droite SL perpendiculaire sur FG; et posant le.s angles FSD = SAB =a, GSD =SBA =� et
Ja droite :SD= AB=.c, on .a le parametre de la courbe

4c cos .r.cos (u+ x) cos (� -x)
p = · s-in(�+�J

La deriveef' (x), egalee a zero, fournit I'equation

tang (/-l-x)-:-tang ("+x)- tang x = O. 

Cette equation est graphiquement resolue lorsque la perpendiculaire CI , abaissee du
point C sur le diametre FG, fait !es segments IG= IF, ce qui a toujours lieu si !'on cons.truit
.avec le cercle DE ou avec .eelui DM; car on a alors

et par suite de LI=� D�,

LG-Ll=LF+LI; 

LG-LF-DL=O, 

-0u bien
tang (GSD-DSL)- tang (FSD +DSL)- tang DSL= o.

Pour trace� par points les- courbes DH (fig. 3) et DI, il n'est pas necessaire de connaitre
leur nature. On sait d'ailleurs que la- premiere est une hyperbole, ayant pour asymptotes les,
droites SF et SG. La courbe DI est egalement une hyperbole, dont les asymptotes PN et PO.
paralleles aux droites SF et SG,, partent du point P milieu de Sł).
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Si l'on voulait, pour eviter tout tatonnement, resoudre le probleme par 
l'intersection de deux- courbes , on y parv�endrait encore sans· difficulte au 
moyen d'un cercle et d'une hyperbole. 

En -effet, l'arc de cercle DE (fig. 3) etant decrit comme ci-dessus, si par 
Ie point D ,  on mene arbitrairement les droites aa', bb', ce', etc., et qu'on 
prenne sur ces droites les parties a'lt, b'h, c'h, etc_., respectivement egales 
.aux distances aD, bD, cD, etc. :. !'hyperbole ·DJ:I pass_ant par les points 
ft, li, li, etc., coupera: le cercle DE au point H situe sur la droite FDG. 

On peut aussi, pour avoir des points plus rapproches, tracer !'hyperbole 
DI qui passe par les milieux i, i, i, etc., des droites aa', bb', ce', etc., et <lont 
l'intersection avec le.cercle DM; decrit sur le diametre CD, donne egalement 
un deuxieme point I de la droite F�G. -

Mais on voit bien que cette voie est plus longue 'et necessite une verifi­
cation du resultat obtenu, ce qui ramene aux procedes indiques en pre­

. mier lieu. 
•

En resolvant l'equation 

-tang3 x-2 (cot:.e-cot�) tang'x- (:2 + 3 cot "cot�) tang x-t-cot C<-Col�=O,

ou C( et� designent les angles SAB et SBA, on conr_1aitra l'angle DSL= x, 
que fait avec la droite SD, la perpendiculaire SL abaissee sur le diametre FG; 
et l' on calculera leę_ longueurs des tangentes par les formules 

• 

• 

SK =
AB . cos .r

' 
COS(e< +x) 

SG= 
AB. cos.x· 

. 
cos (�-.x·} 

On aura, en effet, moiris souverit occasion d'employer ce deuxieme rac-
, . 

cordement parabolique de moindre courbure. Mais independamment de l'a-
vantage que son appli_cation peut procurer, il importe d'etre averti qu'i'l 
ne suffit pas de connaitre la relation de position qui convient aux points de 
-contact de la plus grande parabole dans le cas d'une tangente d_onnee de lon­
·gueur, pour determiner cette cąurbe dcms tout autre cas qui se presente .

•

• 
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III. 

La forme d'un raccordement parabolique depend essentiellement de la 

position qu'occupe le sommet de la courbe par rapport aux directions des 

alignements droits. La guestion de placer le sommet de la parabole en un 

point donne, peut donc, dans certains cas, devenir de premi_ere impor­

tance; et l'on sait que lorsqu'en meme temps la courbe doit toucher deux 

droites donnees de position, le' probleme est du troi§ieme degre. On le 

resoudra' tres-facilement par Jes rnemes procedes graphiques que j'ai indi­

ques pour la determination de la pluś g-rande parabole dans le cas -qui pre­

cede. 

Sur la droite SP (fig. li) qui joint l'angle au poililt donne P, decrh!ez une 

demi-circonference et tiTez ,A.PCB_, de maniere que les segments PA et __ CB 

soient egaux. La droite AB sera tangente au sommet de la parabole("). 

(*) Tom, les diametres de la parabole sont perpei1dicu-laires sur la tangente APB (fig. 4) , 
menće au sommet P de la courbe, et celui SC_, qui passe par le point de concours de deux 
au tres tan gen Les SF, SG, J'ait en outre sur la premiere le segment CB= PA. Donc, si l'on 
dćcrit sur SP une demi-circonfćreuce, et qu'on mene la droite APCB de rnaniere a avoir 
CB= PA, on a en mcmo temps SCP = 90° ; et les deux conditions sont remplies. 

On remarquera qne le probleme a ete resolu ava�t d'etre mis en ęquation, et que le moyen 
graphique employe a la solution-a etć dćduit directement de l'enonce meme de la question, :Il 
y a sans doute du Latonnement dans ce procćdć, comme il y en a dans les methodes dont on 
se sert pour la resolution des equations numeriques, methodes qui sont, cependant incontes.­
tablement plus efficaces que !es formules algebriques, pour la dćt.ermination exacte des ra­
cines des equations du troisieme et du quatrieme.degre. En reflćchissant sur !'analogie qui 
existc entre ces methodes el le procćde graphique en question \ on est vraiment porte it 
penser qu'cn gćomćti-ie aussi bien qu'�n arithmćtique, les methocles de tatonnement sont 
les seuls moyens de solution qui conviennent a la nature des problemes de degras superieurs 
au deuxieme. 

Pour !es problem es .de geometrie, ces melhodes de solution direete dependront toujours 
plulót des coefllcients de l'equation que de sa forme. 

A insi, faisant !es angles PSA= a, PSB = �, PSC = :r, ce dernier probleme est exprimć 
par l'equation 

tang (a+x)-tang(�-x)-tangx=O, , .. 

laquelle etant <leveloppee prend une forme tout a fait differente de celle sous laquelle se prć­
.sente I' equation du probleme pr.ecedent, r1\solu par le mcme procede. 
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On ferait IA = IB, si l'on construisait avec la demi-circonference PIK de­

crite sur le diametre ·PK, moi tie de SP. 

Les hyperboles PCH et PIH' peuvent etre tracee� de la maniere exposee 

ci-dessus.
' 

' 

Pour avoir maintenant les points de contact F et G, il suffit d'elever sur

AB, jusqu'a la rcncontre de la tan gen te BS prolongee, la perpencliculaire 

PDE, et de f aire AF=AD et BG= BE. 

L'equation 
tang3x+(:2+cot ce cr,tp) tang x + cot�-col(f.=0 

exprime les relations qui doi vent avóir lieu entre les angles PSA-=Cl, PSB=�, 

et celui PSC = x que fait le diametre SC avec la droite SP; et les longueurs 

des tangentes sont donnees par les formules : 

· SP cos x sin (ce+ ;:j
SG = - . - - -- --- - --- --- - ------ ,

. srn (� -x) cos (� - x) cos (« --j--x) 

SF= 
SPcos.x:.,in(<>+�) 

sin (<>+x) cos {x+x) cos (�-x) 

Lorsqu_e le sommet de la courbe doit etre sur une des tangentes don­

nees, la question devient beaucoup plus simple. Les solutions des divers 

problemes qu'on peut alors former avec les trois autres conditions neces­

saires pour determiner la parabole, n' offrir'aient aucun interet. 

IV. 

Quand un alignement curviligne ne peut etre execute par le cercle ni par 

la parabole , on y supplee ordinairement par une courbe composee de plu­

sieurs arcs circulaires ou paraboliques. 

Les questions les plus frequentes -qui donnent lieu a !'emploi des courbes 

compos'ees d'arcs circulaires, exigent qu'on sache former de deux cercles de 

courbures le moins inegales une courbe pour laquelle on a deux points de 

contact donnes qui ne sont pas situes a la meme distancc de. l'angle forme 

par les tangentes. 

2 
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Un cas particulier de ce probleme a ete. resolu par Bossut pour le trace 

des voutes en anse de panier a trois cen tres ; mais ce geometre, etant parti

de la supposition que l'angle des tangentes etait t01.;ijours droit, la solution 

fournie par lui ne pouvait etr.e applicable a aucune autre destination. En ne

supposant a cet angle aucune grandeilr determinee, j'ai trouve une pro­

priete tres-remarquable de la courbe <lont il s'agit; savoir, que les deux arcs 

de cercle qui remplissent.la condition du probleme 8e rencontrent au centre 

du cercle inscrit dans le triangle forme par les tangentes avec la droite qui 

joint les points de contact donnes (*). 

Des lors , les points designes pour les conta�ts de la co urbe, etant A (fig. 5) 

et B, il· suffit de mener par le point C, auquel concourent les bissectrices 

des angles du triangle ASB, la droite DCE parallele a AB; et l'on a sur-le­

champ les tangentes DA == DC, EB = EC , qui appartiennent aux deux cer:.. 

cles de courbures le moins inegales. 

On determine ordinairement le centre du cercle inscrit a un triangle par

la bissection de deux angles quelconques de ce triangle. Il sera peut-e"tre 

('') La voie que Bossut a suivie dans la recherche de s,on anse de panier _, n'est pas la plus
commode lorsqu'on traite le probleme d'un point de vue generał. On arrive plus aisement au 
but par Ja consideration des angles. 

Soient DCE (fig. 5) Ja tangente commune des deu" a res, AC, BC leurs cordes, et !es angles 
SAB= r1., SBA = �, SDE = x. Les rayons seront 

dont le rapport gćomćtrique 

r' 

,. 

ou bien 

AC 

r= . 1 ,.
2 sm 2 x 

, BC 
r = , 

2sin�(o:+r.l-x) 
2 

t' -

. 1 . + . 1 + )' 
sm 2 (�-"' x) sm 

2 
(r1. �-x 

r' cos(r.t-x)-cosa 

,. cos(a-x)-cos� 
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plus aise de mener par le sommet S une droite indefinie parallele a AB, faire 

SF= SA, SG== SB, et tirer F A  et GB. Ces deux dernieres lignes se cou­

peront au centre C du cercle inscrit au triangle ASB. 

Les tangentes de la courbe seront : 

C 
AB.SA DA=D =sa. +sB+AB'

E -EC- AB.SB 
B - , -- SA+ SB + AB 

Un seul exemple suffira pour faire comprendre l'usage auquel peut servir 

cette courbe. 

Soient donnees trois tangentes SA (fig._ 6), SB , CD et deux points de con­

tact A et B. On tracera d'abord un arc de cercle determine par les tangootes 

AC == CF, et ensuite, dans le triangle EDB, la co urbe definie ci-dessus. 

doit etre pour a>� un minimum, et pour -�>·a un maximum. 
L'equationf' (x) = o_donne 

<lonc 
sin (:,,-x )=O, 

.x· ==':I.; 

et portant cetle valeur de .x· dans l'expression gćnćralc de fa dćriveef" (x), il vient 

cos·� -cos" 
cos'� 

quanti te positive pour 1:1:> � et negative pour � > c;.. 

l\fais de ce que SDE =SAB, il s'ensuit que DAC = ! SAB, EBC= ! SBA, et que !es cordl's
2 2 

AC, BC se rencontrent au centre du cercle inscrit au triangle ASB. 
Les droites FA et GB se coupent au centre C de ce cercle; car menant DC parallelemC'nt 

a AB, on a par les triangles semblables DAC, SAF, 

-et par consequent
DC=DA 

1 , 1 S BDAC=-SDC=- A 
2 2 
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Le resultat ne serait plus le meme si l'on plac;ait la courbe en question 

ąans l'angle ACD. Il y aura donc lieu de voir ce qui produira.un meilleur 

effet, lorsque differentes dispositions seront a la fois possibles. Ef s·it arrivait 

que par suite d'une position particuliere des tangentes et points donnes le 

probleme pf1t etre rćsolu par le cercle , malgre un nombre de conditions su­

perieur a c9lui qu'admet cette ligne, tous les arcs formant parties de la 

courhe composee , se confondraient alors en un arc de cercle unique. 

V. 

Le trace d'une courbe composee d'arcs circulaires qui doit passer par un 

grand nomb:r;e de points, ne saurait etre assujetti a aucune regle generale­

ment applicable. C'est seulement en examinant la position des points don­

nćs qu'on parvient a conna:ttre la solution la plus convenable que peut rece­

voir un probleme de ce genre. Je me bornerai donc tt indiquer le moyen qui 

me parait le plus pr�pre pour cet examen. 

Soient SZ (fig. 7) et SY les directions des alignements rectilignes, et A, B, 

C, D , E, F, G les points par lesquels il s'agit de faire passer la courbe. 

Pour faciliter la solution, on peut se proposer de former la courbe d'au­

tant d'arcs de cercle qu'on a de cordes en joignant les points donnes entre 

eux et les deux extremes aux points de contact adjacents. Menant alors par 

le point A une premiere tangente aAb, on determine entierement la courbe. 

Le trace ultćrieur des tangentes se fera par la construction d'une suite de 

triangles isoceles, tels que AbB, BcC, etc., doilt on forme chacun en prolon­

geant le cóte de celui qui le precede. 

D'abord, pour que cette construction puisse avoir lieu, i1 faut que les an­

gles A,, A,, A„ A4 , An A6 , A1 , formes par les intersections des cordes entre 

elles et des deux extremes ave_c les al�gnements droits, soient tels que dans 

toutes les suites possibles de ces angles, pris en nombre impair, la somrne 
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des valeurs·de ceux qui occupent dans la su-ite un rang impair, soit plus 

grande que la somme des valeurs de ceux de rang pair (*). 

Or, cette condition etaot remplie, il est evident que I' ang le Sab, determirn': 

(*) Quand on designe par x l'angle Sab (fig. 7), et par b, c, d, e, etc., les sommels des 
trianglcs _isoceles formes par )es tangentes avec )es cordcs , Ón a lcs anglcs 

hAB=A,-x 
cBC= A, -A,+ x 

dCD = A,-A, + A,-x 
eDE= A

4
-A,+A,-A,-;J-.x· 

fEF = A,_:_A
4+ A,-A,+A,-x 

gFG = A6 -A5 + A4 -A,+ A,-A,+ X i 

et c9mme tous ces angles doivent etre positifs, i.I s'ensuit_ que 

clone a fortiori 

A,:::> X 

A,+x> A, 
A,+A,>A.+x 

A
4
+A.+x>A,+A,.

A,+A,+A,>A4
+A.+x 

A6
+A

4 
+A.+x> A,+A,.+ A,�

A,+�.> A,
A

4
+A. >A,

A,+A,+A,> A
4 
+ A, 

A,+A,>A. 
A6+A,+A.>A,+A,· 

A6 +A
4
.>A,

etc. 

Maintenant pui;qu'on doit avoir A> x, l'angle x ne peut jłlmais devcnir si grand qµ'un, 
uit x=A; on aura donc A pour la premiere limito superieure de l'angle x.

De meme, si l'on doit avoir A,+ x >A,, l'angle x ne peut jamais <levenir si petit qu'on 
ait A.+x=A, ou x= A,-A,. On aura par consequent A,-A, pour Ja premicre limito in­
ferieure de l'angle x. Mais si dans A,+ .l.. >A,, on avait A.> A, on pourrait fai re .x· aussi 
petit qu'on voudrait sam, detruire la relation A,+ x> A, laquelle ne donoerait alors au­
cune limite inferieure pour l'angle indćtermine :r. 

En continuant de chercher ainsi !es valeurs de x qui rendent la construction impossible, 
on trouve pour cet angle une sui te de limites supericures et une autre de limitcs inferieures; 
et il es� clair ·que la plus petite valeur de celles de la premiere suite et la plus grande de 
celles qui forment ta deuxieme, constituent les deux limitcs <leffnitives ąu'il importc de con.­
naitre .. 
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par la position donnee a la premiere tangente aAb , admet encore des limites 

qu'il ne saurait atteindre sans rendre la construction impossible. 

Pour connaitre ·ces limites, on comparera leś valeurs 

A, 

A,+A
3
-A, 

A, +A 3
+A5-A,-A

4 

A,+A3 +A 5 +A,-A,-A
4 

�A
6 

qui serónt toutes positives, et do°:t la plus petite representera la limite supe­

rieure de l'angle Sab.

On ecrira ensuite .: 
A,-A, 

A,+A,-A,-A
4 

A,+A,+A 5-A,-A
4
-A 6 

et la plus grande vale ur positive de· ces dernieres seraJa-limite inferieure de 

l'angle Sab. Si elles etaient toutes negatives, l'angle en question n'aurait pas 
. 

. 

de limite inferieure et pourrait etre fait aussi peUt que l'on voudrait. · 

On prendra par consequent pour l'angle Sab une valeur quelconque com­

prise entre les limites L et t , par exemple 

Sab=L+t 
2 

et ron dessinera la courbe. Le resultat montrera le mieux ce qui reste a faire 

pour donner a la courbe une forme qui convient a la nature de la voie et pour 

l'assujettir en meme temps a passer par le plus grand nombre possible de 

points primitivement adoptes. 

VI. 

Il importe de former d'arcs paraboliques les courbes a inflexion pour que 

la courbure de la voie soit pen prononcee aux environs du point ou elle 

change de sens. 

On etablit ordinairement l'inflexion sur la partie intermediaire du zigzag 

que forment les lignes droites du trace. 
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:Pour donner a la courbe une forme convenable, il me-semble qu'il fau­

drait satisfaire aux _deux conditións suivantes : 

i O Qu'au point de jonction des deux paraboles, leurs rayons de courbure 

soient egaux , afin qu'il n'y ait pas de discontinuite dans la marche de la 

courbe composee; 

2° Qu'en considerant separement chacune de ces paraboles, on ait en 

meme temps deux raccordements de moindre courbure. 

Pour cela , on decrira du point M (fig. 8), milieu de AB, avec un rayon 

egal a! AB, le cercle CD, et apres avoir eleve sur AB les perpendiculaires AE,

BF jusqu'a la rencontre des droites CE, DF paralleles a AB , on tirera EF. 

Le point d'intersection P donnera le point de contact des deux paraboles ; 

et l'on aura les points de contact extremes G et H, en menant PG et PH 

respectiverrient paralleles a BC et AD (*). 

(') L'expression 

represente le rayon de courbure en un point quelconque d'unc courbe du second degre, do11t: 
le demi-parametre est p et (,l l'angle que fait en ce point la tangente- avec le rayon vccteur 
mene du foyer. Mais si t est cetle tangente et t' une autre tangęnte qui coupe la premiero 
sous l'angle "' , on a dans Ja parabole 

_f_-�-
sin'w - t' sin ex·

Donc, prenant P (fig. 8) pour le premier point de contact, !es conditions ci-dcssus sont_ 
exprimees par l'equation 

AP AB-AP 
-------:-:;:======--------:-;==== 

sin BAC (cosBAC+ V 9-sin'BAC) sin ABO (cosABD+ V9-siu'ABD) 

qui don_ne la valeur de AP. 

Par la construction indiquee on fait d'abord 

AE=�AB (cosBA.C + V9-sin'BAC)sin BAC,2 

IlF= � AB(cosABD+ V\l-si11'AlW)sin ABD; 
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La position du point P est donnee par la distance 

AP=-:-=-:---=-:-�=-:---::-A�B�s�in=B=A=C
===

(c=os=B�A-C-'-+_\/
--=-

9�-
-:-

s_in_'ll�A�C�)�.�;=====::::;:; 
sin BAC (cosBAC+V9-sin'BAC)+sinABD (cos A-BD+ V9-sin'ABD) 

et les longueurs des tangentes extremes peuvent etre calculees par la (ormule 

connue 

AG=! AP ( cos BAC+ \/9-sin' BAC),
2 

BH =4 (AB- AP) (cosABD+\/9_:siu" ABO) . 

. ' 

Mais si l'on voulait porter au �aximum le plus petit rayon de courbure 

d'une courbe a inflexion , on he pourrait plus disposer les paraboles de ma­

niere qu'au point ou elles se touchent, leurs ćourbures soient egales. 

Toutes les fois que les deux paraboles <lont on forme un alignement,a in­

flexion doivent etre determinees par une meme �ondition , il en resulte 

entre leurs parametres cette relation qu'on ne peut augmenter l'un sans di­

minuer l'autre. Donc, pour reduire au minimum .la plus grande courbure 

d'un tel alignement , il faut faire les deux parametres a la fois egaux et les 

plus grands possibles .. On y parvient par la construction sutvante: 

Du milieu M (fig. 9) de la partie intermediaire AB et avec un rayon egal 

a i AB, decrivez le cercie CD, menez BC, AD et sur les droites AE, BF qui

joignent les angles aux milieux de BC et AD, abaissez les perpendiculaires 

BG et AH. Prenez ensuite sur les · droites indefinies AI, BK menees perpen­

diculairement a AB , les troisiemes proportionnelles AI a BF et AH , BK u

AE et BG, et tirez IK qui coupera AB au premier poin.t de contact P (*). 

et menanl cnsuite EF, on obtie11L par !es trianglcs scmblables PAE., PBF, 

AP 
AE 

('') En egalant lcs parametres (fig. 9) 

-
AB-AP 

ilF 

4APsinCAEsin'BAR 4 (AB-AP)sin DBF sin'ABF 
�n BAC �nABD 
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Pour avoir les pointi de contact extremes L et N , il suffit de mener PL 

et PN respectivement paralleles a .BC et AD. 

Une expression directe de la longueur AP ne serait pas commode pour le 

calcul. Il sera plus,aise de chercher d'abord les angles BAE et ABF dont les 

tangentes sont 
1 . 

tang BAE = 2 (- 3 cotBA.C + V s+ 9 coL'_B�C),

t 
V . 

tang ABP= - (-3 cot AllD + 8 + 9 cot' ABD) , � 2 . 

et qui feront connaitre ceux CAE=BAC-BAE, DBF=ABD-ABF, et de 

calculer ensuite 

AP= sin ABO sin CAE sin• BAE + sin BAC sin DBF sin' ABP'

AL= AP sin BAE
sin CAE ' 

AB sin BAC sin DBF sin' ABP 

BN = 

(AB -AP) sin ABF.
sin DBF 

Il est evident que les angles donnes etant egaux on n'a qu'a former la 

des deux paraboles, on en tire Ja valeur de AJ:> qui repond a la question, lorsque les angles 
CAE, BAE , OBF � ABF sont determines par la relation 

tang BAE = 2 tang CAE 
tang ABF = 2 tang DBF, 

qui convient.a· la plus grande parabole dans le ·cas d'une tangente �onnee de longueur. 

Cette relation est etablie par la constru.ction.; et l'on a fait en outre 

. BK sin CAE sin' BAE 
sin BAC ' < 

Al sin DBF sin' ABF · · 
2AB 

=
sin AB'D 

de sorte que !es deux 'parametres egales sont representes dans la flgure par l'equation 

AP.BK= (AB-AP) AI, 

a laquelle satisfont !es triangles semblables API et BPK. 
3 
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courbe des plus grandes paraboles ayant leur point lle contact commun sur· 

le milieu de la partie intermediaire du zigzag, et toutes les conditions des. 

deux problemes ci-dessus se trouveront remplies .. 

'fRACE DES COURBES SUR:: LE TERRAIN„ 

ARC· DE CERCLE._ 

On ne saurait imaginer pour l'execution des raccordements circulaires a

grand developpement ; un procede plus convenable que eelui par ordonnees. 

rectangulaires portees sur les tangentes. Car on a aibsi pour l'operation· deux. 

bases invariablement etablies et suffisamment rapprochees de la·courbe ; et. 

comme chaque· ordonnee part directement d'une de ces bases, l'inexac-­

titude· d?un point ne- pelit aucunement influer sur la marche ulterieure 

du-- tr.ace. 11 importerait seulement d'ab:reger le tra-vail preparatoire qu'exige­

cette methode. 

Etant donnes le rayon r, l'angle r:1. que-forment les alignements droits,_ et 

par consequent la longueur de la tangen:te correspondante 

l·= r COL - <>,. 
:l 

il conviendn1it peut-etre de commencer par determiner l'angle· �:. 

d· 
sin�=-,

2r 

d ćtant la distnnce· adoptee pour l'ecartement ·cfes piqhlets., et de calculer 

ensuite les ordonnees et les abscisses-,comptees a partir du point de contact, 

comme il suit : 

y' = .2r-sin·,� 
y''= 2rsin'2� 
.r111 =2rsin23� 

etc. 

.r' =·,,sin 2f 
x''=rsin��. 
x"' · ,·sin 6�-

etc. 

Si l'on trouvait �=0° 32' 13" par exemple, on prendi·ait �==0" 30' pour 

rendre plus simples les multiples de cet angle. La distance· d diniinuerait 

aussi; mais il n'en resulterait ćridemment aucun inconvenient. 
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·ee calcul se fera tres-aiśementpar les logarithmes; et la courbe sera etablie

par des póints equidistants. 

Les tangentes sont quelquefois inaccessib1es, et il arrive presque toujours 

en meme temps qu'on ne trouve pas dans !'espace o i1 1a courbe doit etre 

tracee; une autre ligne qui puisse servir de base ·a l'operation. Pour ce cas, 

dans 'lequel on procede ordin9irement par t&tonnement, j'indiquerai une 

methode rigoureuse et·meme tres..:expeditive. 

Le rayon etant r, liez ensemble deux cordeaux c (fig. 10) ·etc' egaux entre 

eux, et a ·1a distance qu'il convierit 9-e donner aux ,piquets, fixez a leurs ex­

tremites une base inllexible 

et apres avoir d'abord applique le sommet du triangle ainsi forme au point 

de contact A (fig. B) et le milieu m de sa base sur la tangente SA, portez-le 

ensuite toujours de maniere que c soit dans 1e1>rolońgement de c'; tous les_ 

points p, p', p" ainsi obtenus seront a la ,eourbe (*). 

Si l'on suppose- a ce triangle un cóte de 20 metres et une base de om.20, le 

rayon du cercle sera de deux kil@metFes. On peut donc tracer de cette ma­

niere -une coarbe a grand rayon. Mais ici l'erreur commise en un point se 

t*) Quand on a dans un cercle deux cordes AB, RC /fig. 12) eg�les, et qu'on prolonee une 
AB de. BD= AB= .BC et mene DC ,.-0n forme ainsi un triangle isocele DBC semblable a celni 
BRC qui a les rayons pour cótes et la corde BC pour,base. Car on a l'angle.ABC = 2RBC , el en 
,meme tcmps ABC =.2BCD; clone RBC =-BCD·; et comparant ces lriangles, on lrouve 

BC
2 

DG=-.
BR 

Or, hl·tangente BE etan.t per-pendiculaire sur Je rayoniłR, il en rćsalte 

et par imite de RBC =BCD., 
RBC +EBC= 90\ 

BCD+EBC = 90°, 
BEC=90° ; 

cetle tangente est donc en meme temps perpendiculaire sur la base du petit triangle iso­
,ce\e DBC, et coupe par consequcnt.celte base-en deux pnrlics egales. 
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communique a tous ceux qui le suivent et doit necessairement amener une 
deviation sensible , lorsque la chaine continue de triangles est tres-conside­

rable. Il faut donc executer la courbe par moitie , en partant successive­
ment de chacun des· points de contact ; et quand elle sera tres-developpee , 

on fera encore mieux de determiner la positio!:1 de la tangente au sommet du· 

raccordement et d'operer dans quatre directions differentes. Du reste, l'ex­

treme facilite du procede permettra d'effectuer promptement une rectifica-
. 

. 

tion devenue necessaire ; et il sera toujours. plus �ommode de se servir de 

cette methode, que de toute autre. qu'on puisse employer dans, les cir­

constances dont il s'agit. 

- On peut encore faire usuge de ce procede pour guider le travail des terras­

siers entre deux point� consecutifs d'un raccordementcirculaire trace par la 

methode precedente. Les points de la courbe etant alors equidis.tants, on 

menera facilement une tangente par chacun d'eux et l'on appliquera le 

triangle indique ci-dessus. 

PARABOLE. 

Qtiand_ on prend pour l'axe des abscisses une __ tangente de la parabole , le 

calcul des ordonnees paralleles a l'axe de la courbc est tres-facile. 

Les tangentes donnees etant t et t', e� rx. l'angle sous lequel elles se cou­

pent, la sous·tangehte du raccordement sera 

1 V s = - t' + t'' + :.ltt 1 cos ";2 

et si l'on divise les tangentes en un meme noinbre n de parties egales pour 

men�r par les points de di vision au tant d'o�donnees _a .la courbe , il suffit 

de calculer une seule fois 
s 

m=-, 
2,t\ 

puisqu'on a ) a.partir de chacun des points de contact, 
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y' =m 
y" =4m 
y"'=9m
y'"'=16m 

etr. 

21 

On trouve les angles � et o que ces ordonnees doivent faire avec les tan­
gentes t et t', par les �ormules 

. 
t' sin" 

Sl0�=--, 
2s 

• 8 t sin a
Sl0 =�·

1- 1 Dans la parabole a tangentes eg�les on a �=o=
2

x et s�=tcos f,..

On peut se servi:r de cette methode lo_rsque la localite ne perm,.et pas de 
mener a la courbe la tangente parallele a la corde de contact. Car ce cas 
excepte, la parabole adm.et un ·trace beaucoup plus simple qui parait n'avoir 
pas encore ete aperc;u, bien qu'il resulte d'une prop_riete tres-connue de 
cette.courbe. Il consiste a circonscrire a la·parabole un polygone symetrique 
en augmentant successiv<:W).ent le nombre de ses cótes, dont on connait les 
points communs avec la courbe. 

Menez par m (fig. 13) et m, milieu:x:- de SA et de SB, la droite mm, le 
point p milieu de mm sera a la courbe-; menez ensuite· par m' et m', milieux 
de mp et mA, la droite m'm\ le point p' milieu de 1ii'1n' sera a la courbe; 
et toutes les _autres lignes m 11m 11

, m 11'm0
' menees de cette mani�re ·donne­

ront par ieurs milieux p11 ,p11' autant de points appartenant a la parabole.
Du reste , le moyen par lequel on parvient a etablir une courbc sur le 

terrain , est indifferent pourvu qu'il don-ne un resultat conforme aux con­
ditions essentielJes de raccorden�ent. Il ne sera donc pas inutile de connaitre 
le defaut d'un procede tres-usite dans la pratique. 

D'apres ce procede, on divise les tangentes SA, SB (fig. 1li) �n un meme.
nombre de parties egales, et l'on mene les droites Aa', ab

1
, be', cd

1
, de', eB

qui donnent par leurs intersections la courbe A pp'p''p111B.

Cette ,courbe est une ·parabole; mais elle coupe. les cótes de l'angle qu'elle: 
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devait toucher. Les segrnents AC, BD, interceptes par se·s brancbes son't 

respectivement doubles de ceux qui resultent de la division des droites S.A 

et SB (*). 

(") Quand on considere deux quelconques des droites qui se coupent'sur 1� courbe, comme 
.de' (fig. 14) et cd'; et qu'on dćsigne par a et b les droiles SA et SB, par n le nombre de di­
•visions faites, et par m le no�bre de divisions eontenues dans le segment Sd, on a 

-·am 
.Sd=-·,:n S- ,· b(n-m+'1).

e= , 

Se= a(m+-1)., Sd'= b(n-m),
n n 

et prenant 'S� et Sy pour les axes des coordonnees, on ·obtient pour J'ćquation de la 
-<lroite de' 

anmy=-bn (n-m+ ł)x+ ab(mn-m'+m) ;-
el. pour celle de cd'

an(m+t)y=-bn(n-m)x+ab(mn-m'+n-m). 

�elranchant (1) de (2) , frreste 

·d'ou
any=bnx+ab(n-2m), 

· bnx + abn -aiiy m-- 2ab -,

et cette ·valeur substituee dans (1) donne 

a1ny'-2abnxy+b'nx'-2a'b.(n+ 1)y-2ab'(,�+ l)x+a'b' (ll+2) =O, 

-equation qui represente evidemment une parabole.

Resolue par rapport ay, e\le prend la forme 

y=�(n(a+x)+a + v4nx(n+t)+a);
n . a a 

(1) 

(2) 

(31 

-et quand on pose x=O dans l'ordonnee du diametre·a partir duquel lesordonnees de la courbe
,doivent etre comptees' il vient 

b
y=b+-· - .n,

-0.'ou l'on voit que ce diametre rencontre la droite Sy au dela du point B a une distancc

:BE = �. On a clone pour tous !es points de la 'Courbe , situ es a gauche du diarnetre EF
n 
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:Plusieurs geometres ont en effet rerilarque que c:_ette ·parabqle n'est pas 

tangente aux cótes de l'angle don°:e· Cependant, eomme il s'agis-sait d'une 

courbe de raccordement, il importait principale�1ent de montrer sa mar�he 

au dela des points par lesquels elle sort de l'angle, afin qu'on �uisse juger de 

la saillie des jarrets qu'un tel raccordement doit necessairement faire ave� 

les lignes droites du trace. 

Il est possible que ce trace doive son origine a une methode rigoureuse, 

inexactement exposee. Car si l'onjoint les divisions a, b, c, d, e, (fig. 15) de 

la tangente SA, aux divisions correspondantes a', b', c', d', e', de la tangente SB 

sans y comprendre les points A et Ef., les points p', p', p", p'11, p"'' milieux 

d,es cótes du polygone a.insi forme, appartiennent a la parabole qui touche,­

aux points A et B, les droites SA et SB (*). 

-=�(n(a+.x)+a _ \ /łnxln+tJ+a)·
J n � � a (4) 

Faisant maintenanty = O dans (4) et x = O-dans (3) p.our avoir !es poinls de la courbe qui 
se trouv.ent sur lrs droiles Sx et-Sy: , on obtient

a x=-.,- (n+1 +1),.n 
b y=- (n+t +f).n 

La courbe a donc deu'X! points communs av.ec chacune des droites Sx, Sy; et les posilions
de ces points sont <lonnees par leui·s distancesau point S, 

x'=a=SA., 
2a

x"=a.,+-=SA+ AC, n
y'=b=SB,

(*) Lorsqu'on a. prouve que les droite� af, bg, eh, di, etc. (fig. 15), menćes par !es poinls
de division parallelement a la sous-tangente SC, passent !es unes par !es sommels s, s', s" etc., 
les autres par les milieux p, p', p'' etc., des cę>tes du polygone, on obtient sur-le-champ l'equa­
tion de la courbe. Mais pour cela, il faut av.Óir les equations de quatre druiles telles que bb',
ce', ek et di dont les deux premieres forment un sommet s', et les deux autrcs doivent passer
fune par ce sommct, et I'autre par le mili'eu p' du cót.e adjaccnt ss'.

Pour rapporlcr toutes ces lignes aux droites Ay et A:r: parallele a SC, soit AS= t,.AD = s,., 
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Je ne proposerai p.as d'operer ainsi sq.r le terrain. Ce serait ajouter encore 

une methode au grand nombre de celles qui dónnent les póints de la courbe 

. . 

n le nombre de divisions. faites sur chacune des tangentes, m ,Je-nombre de divisions con-
tenues dans le segment Ab, on aura 

, b-tm
Ą --, n 

Ac=t(m+1l; Aq=s(m+t)
1 qc'

-:-
t(n+m+t);n n n 

.Ae = t(2m+t).
n 

, 

Ad=2tm;
n 

et l'on trouvera pour !es -equations des droites ob' et c.ct 

' tnx + tm
:r=- -, . sm n_ 

:Y = tnx + t(m+t)
;

s(m+1) n 

et pour celles des droites ek et di paralleles a l'axe .des abscisses 

t(2m+t) 
y = ' ' 

n 

2tm 
y=-. 

n 

Posant inaintenant pour le point de rencontre des droites bb' et ek. 

et pour celui de ce' et ek 

tnx 
+ 

tm = t(2m+1)
sm n ,, 

' 

tnx 
+ 

t(m+1) 
= t(2m+1)

s(m+t) · n n ' 

l'une et l'au�re de ces equations donne 
sm(m+ 1)x= n'

A insi !es .-droites bb', ce' et ek ońt une intersection•commune. Don� la droite ek passe pars', 
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-par l'intersection des lignes droites et dont les divers inconvenients sont

generalement connus. Mais on pourra employer de preference ce trace sur

le plan du proj et; car les tangentes etant divisees en de tres-petites parties ,

-le polygone se confond ·dans la courbe (fig. 1.6).

Pour ręunir ici a peu pres' tout �e qui peut �ervir a la solution des ques­

tions le(plus ordinaires du trace curviligne, j'indiquerai encore un moyen

tres-simple par lequel on se rendra compte du resultat qu'on obtiendrait

par un raccordement parabolique en donnant a ses tangentes certa1nes

longueurs determinees.

On menera par les points de contact A (fig. 17) et B deux droites inde­

finies paralleles a celle CM qui joint l'angle au milieu de la corde de con­

tact, et l'on tirera DCE perpendiculairement a CM. 

Les drąites DB et AE se couperont au sommet S de la courbe. 

La droite EP, perpendiculaire sur EM, fera sur le prolongement de CM un 

segment PC egal au demi-parametre ou rayon de la plus grande courbure 

de la parabole. 

:Prenant sur la droite indefinie FR , menee par A perpendiculairement a

AC , la partie FA egale a la droite ·MG perpendiculaire sur AC, et faisant 

l'angle FCR:::::::::90°, AR sera le rayon de courbure correspondant au point de 

contact A. 

Si une des tangentes, AC par exemple, faisait avec la. droite CM un ang le

ACM=90° ou ACM>90°, on ne trouverait plus par cette construction le 

-sommet de la parabole; il serait dans le premier cas au point de contact A' 

1:elle eh pars; et comme le point d est le milieu de ce, la droite di parallele a ek et eh, passe par 
p' milieu de ss'.

Pour avoir I'equation de la courbe, il suflit de tirer de celle de la droite di la valeur dem, 
et de porter cetle valeur dans l' equation de la droite bb'. On obtient 

4t'x 
Y,_ --

equation d'une parabole rapportee a sa, tangente, et au diametre passant par le point de
contact. 
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et dans le- second en dehors de l'arc compris entre les points A et B. La 

droite AR representerait alors le rayon de la plus grande 'courbure du rac­

cordement. 

Designant toujours part et t les tangentes _d'un raccordement parabolique 

et par a l'angle qu'elles forment, on a en generał le rayon de courbure ap­

partenant au sommet de la parabole ou son demi-parametre 

1 2ft" sin'(!. 
2-p= .,, 

(t'+t1· +2tt' cosci.)7

et les deux autres qui correspondent aux points de contact des tangentes 

t et t' 
2t� 

f = t' sin a' 

, 2t" 

p = tsin a· 

Enfin pour t=t', ces expre�sions se reduisent a

• 2 1 
tsm -a 

1 2 
2P= -·-1-,. 

cos 2"' 

2t 

p = sin r:1.·· 

FIN. 
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