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AVANT-PROPOS.

Les questions du tracé curviligne ont actuellement acquis une im-
portance qu'elles n'avaient pas a une autre époque.

Les courbes a grand développement sont d’un usage tres-fréquent
dans les eonstructions modernes. On les emploie non-seulement dans
les alignements des nouvelles voies de communication et des canaux,
mais aussi dans ceux des routes ordinaires, ou I'on ne considére plus
la ligne droite comme la premiere condition de bonne exécution.

La déterminaticn d'une grande courbe est un probléme qui exige
une solution rigoureuse. Mais la voie qui y méne est quelquefois
longue; et lI'on est ordinairement peu disposé a s’y engager lorsqu’il
sagit d’étudier une foule d’'autres questions non moins importantes
que comporte la rédaction d’an projet. J'ai donc pensé qwiil ne serait
pas inutile d'indiquerdes moyens de solution pour quelques cas qui
se présentent souvent dans la pratigue, et qui n'appartiennent pas
cependant au nombre de ceux qu'on résout presque sans aucune re-
cherche.

Je donue pour chaque probléme :

1° Un procédé graphique par lequel on peut déterminer la courbe
L3
de maniére qu'elle satisfasse aux conditions imposées;
2° Des formules destinées a I'évaluation numérique des longueurs

que doivent avoir les tangentes correspondantes.
1*
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Quoique les formules soient en général assez simples, je mai pas cru
devoir considérer les solutions graphiques comme moins utiles. Ces der-
niéres ménent toujours plus promptement au but; et I'on n’obtiendra
pas plus d’'approximation par le calcul , lorsque les lignes et les angles
qui entrent dans les formules ne sont pas mesurés cirectement sur le
terrain. Aussi n'ai-je pas hésité de proposer l'emploi du trait, pour
dles problemesmémes qui dépendent des équations du troisieme degré.

Il m’a aussi semblé nécessaire de joindre quelques nouvelles mé-
thodes pour l'exécution des courbes sur le terrain, méthodes qui
apportassenta la fois plus de facilité et plus de précision dans ces sortes
lopérations.

Le tout est donné en régles pratiques sans démonstrations. Cette
forme facilitera la recherche des solutions particuliéres, et évitera une
perte de temps aux personnes qui ne veulent connaitre que les ré-
sultats. Mais comme, a trés-peu de chose prés, tout est présenté pour
la_premiére fois, il convenait peut-étre aussi de prouver ce que l'on
avance; )'ai donc pris le parti d'exposer en notes marginales ce qui
me paraissait ne pas devoir étre entiérement supprimé.

Mon intention n’a été que de faire voir la possibilité de venir en aide
a la pratique dans I'exécation d’'un genre de tracé dont Iimportance
ne manquera pas de s'accroitre encore par suite des perfectionnements
des nouvelles voies de communication qui sont a la veille de s'ac-
complir. Je me féliciterai de voir bientdt des recherches portées plus
loin, et des résultats plus intéressants se grouper autour de ce que mon

peu de loisir m’a permis d'offrir a la science du tracé.

Paris, le 23 octobre 1846.
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COURBES DETERMINEES D'APRES CERTAINES CONDITIONS.

On a souvent & exécuter une courbe de raccordement pour laquelle un des
points de contact est donné.

La parabole reste alors indéterminée.

La condition la plus convenable par laquelle on peut faire cesser 'indé-
termination , est sans contredit celle que la parabole résultant de la relation
de position des deux points de contact soit la plus grande possible; car alors

sa plus grande courbure sera un minimum (*).

{*) Le parameétre de la plus grande parabole devra étre un maximum.
Nommant « I’angle des tangentes, ¢ la premiére tangente donnée de longueur, et x la
longueur cherchée de la seconde tangente, le parametre de la courbe sera
4t' 2" sin’a
= i)
(¢ F-2txcose)

et posant f'(x) =0, on en tire

1 =
N = ét(cos o::tV9—-sm'a).



4 TRACE CURVILIGNE

Une construction fort simple donne le deuxiéme point de contact de cette

parabole.
Du point G (fig. 1), milieu de la tangente SA donnée de longueur, et avec

Ces deux valeurs de o portées dans I'expression générale de la dérivée f"'(x) se vérifient,
car elles donnent des quantités négatives.

Le probléeme admet donc deux solutions.

La premiére avec le radical positif répond directement & la question; elle donne la plus
grande parabole dans 'angle SAB (fig. 1).

La deuxiéme avec le radical négalif doune la plus grande parabole dans I'angle SAB',
supplément de celui SAB. Pour celle-ci x est négalif par suite de .

V9 —sin’a>> cos«;

et il en doit étre ainsi parce qu’en partant de ’'angle ASB donné, il faut prendre une direc-
tion inverse pour se trouver sur la droite SB'. Considérée comme longueur absolue, cette
deuxieme valeur de x est égale a celle

1 .
x=§t(—cosa+ \/9—sm‘a),
qu'on obtiendrait pour la premitre, si la parabole devait toucher les céiés de I'angle
ASB' = 180°— «.

Lorsque « est de 90°, on a
z=t V2,

expression qui représente la diagonale du carré ayant pour coté la tangente donnée de lon-
gueur. On pourrait donealors, en construisant ce carré, délerminer la position du deuxiéme
point de contact. Mais la construction généralement applicable que j’indique pour la solution
du probléme, sera méme, dans ce cas particulier, plus expéditive. On s’en rend d’ailleurs
facilement compte , en abaissant sur la seconde tangente la perpendiculaire CE, et menant
le rayon CB, ce qui donne

SB=SE} \/c_lf_(if,
ou bien

SB =% SA (cos ASB+ V/9 —sin’ ASB)

comme ci-dessus.

Il existe dans cette parabole une relation trés-simple entre les angles que fait avee les
tangentes le diametre ST. Comme ce diamétre doitétre parallele a celui DB, on a, 4 cause de
SG=2SD, SFG=DBG=90°,

FG=2FB,
tang FSA =2 fang F'SB.
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un rayon égal a 5 SA, décrivez un arc de cercle de maniére & couper la se-

conde tangente en B: ce sera le deuxiéme point de contact du raccordement
parabolique.de moindre courbure.

On calculera d’ailleurs tres-aisément la longueur de la seconde tangente au
moyen de la formule

SB — ; SA (cos ASB—} /9 —sin” ASB).

I’extréme facilité avec laquelle on détermine cette courbe permet de la
considérer ‘des a présent comme acquise & la pratique, et cette acquisition
n’est pas sans quelque importance. C’est d’abord un cas résolu qui se pré-
'sente peut-étre plus souvent que tous les autres possibles pris ensemble.
La solution fournit en outre une regle générale pour 1'établissement des
raccordements pour lesquels un point de contact étant donné, le second ne
peut ou ne doit pas étre a la méme distance de 1’angle sans que sa position
soit autrement déterminée. Le cercle et la parabole & tangentes égales-deve-
nant alors impossibles, le raccordement par la plus grande parabole sera de
rigueur. Quand ce dernier ne pourra non plus étre exécuté , la connaissance
de la position que doivent avoir ses points de contact, servira a déterminer
la courbe la plus rapprochée de ce raccordement, et ayant ainsi le moins de

courbure par rapport aux dispositions particulieres de la localité.

. .

Lorsqu’on a une troisicme tangente donnée de position, la détermination
du raccordement parabolique de moindre courbure devient moins simple
(jue dans le cas exposé ci-dessus. On établira cependant assez facilement les
points de contact de ce raccordement par des procédés graphiques que je
vais indiquer.

Prolongez indéfiniment AS (fig. 2), et sur la droite CD, menée par S pa-

rallélement & la troisiéme tangente AB, faites SD—=AB et 5C = 3 AB; dé-
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crivez ensuite du point C avec le rayon CD, I'arc DE, et tirez FDHG dec
manicre a avoir DI = HG. Les tangentes seront SG et SK —=SF.

11 est évident qu’on obtiendrait le méme résultat a I'aide du cercle DM
décrit sur le diamétre CD , faisant alors IF = 1IG (*).

La droite FDG peut étre une régle graduée qu’on tourne autour du point
D jusqu’a ce qu’elle parvienne dans la position indiquée. Quel que soit du
reste le moyen dont on se servira pour mener cette droite, il est certain
qu’on pourra l’établir avee la derniere précision qu’admet le trait, et cela

suffit évidemment pour notre objet.

(*) Quand on meéne par le point S (fig. 2) de concours de deux tangentes de la parabole,
la droite SD paralléle et égale a une troisieme tangente AB comprise entre les deux pre-
mieres, le diamétre FG, qui passe par I'extrémité D de la droite SD, passe aussi par le point
de contact de la tangente adjacente SG. Il faut donc donner 4 ce diamétre une position telle
que le parametre de la courbe devienne un maximum.

La position du diameétre FG peut étre déterminée par ’angle DSL=z, que fait avec SD ,
la droite SL perpendiculaire sur FG; et posant les angles FSD =SAB—=a, GSD=SBA = et
la droite 8D =AB=¢, on a le paramétre de la courbe

)_Accosxcos(a—l—x)cos B—wx)

sin (2B

La dérivée f' (x), égalée a zéro, fournit I’équation

tang (ff —x) — tang (=-4a) — tang 2 = 0.

Cette équalion est graphiquement résoluc lorsque la perpendiculaire CI, abaissée du
point C surle diametre FG , fait les segments 16 =IF, ce qui a toujours lieu si I’on construit
aveg le cercle DE ou avee celui DM car on a alors

1.G—LI=LF-}-LI;
DL

3

O] =~

etpar suite de LI =

LG—LF—DL=o0,
ou bien
tang (GSD— DSL) — tang (FSD +DSL) — tang DSL = 0.

Pour tracer par points les courbes DH (fig. 3) et DI, il n’est pas nécessaire de connaitre
leur nature. On sait d’ailleurs que la premiére est une hyperbole , ayant pour asymptotes les
droites ST et SG. La courbe DI est également une hyperbole, dontles asymptotes PN et PO,
paralléles aux droites SF et SG, partent du point P milieu de SD.
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Silon voulait, pour éviter tout titonnement, résoudre le probléme par
T'intersection de deux courbes, on y parviendrait encore sans difficulté au
moyen d’un cercle et d’'une hyperbole.

Eneflet, I'arc de cercle DE (fig. 3) étant déerit comme ci-dessus, si par
le point D, on mene arbitrairement les droites aa', b0', cc’, etc., et qu’on
prenne sur ces droites les parties a'%, b'h, c'h, ete., respectivement égales
aux distances D, 6D, ¢D, etc. : I’hyperbole DH passant par les points
k, h, h, etc., coupera le-cercle DE au point H situé sur la droite FDG.

On peut aussi , pdur avoir des points plus rapprochés, tracer I’hyperbole
DI qui passe par lesmilieux ¢, ¢, ¢, etc., des droites aa’, bb’, cc’, etc., et dont
I’intersection avec le cercle DM, décrit sur le diamétre €D, donne également
un deuxi¢me point I.de la droite FDG.

Mais on voit bien que cette voie est plus longue et nécessite une vérifi-
cation du résultat obtenu, ce qui ramene aux procédés indiqués en pre-
mier lieu.

En résolvant I’équation
tang® x —2 (cot z— cotf}) tang’x — (24 3 cot « cotB) tang x-cot « —cot =0,

ou = et # désignent les angles SAB et SBA, on connaitra ’angle DSL —= 2,
que fait avec la droite SD, la perpendiculaire SL abaissée sur le diamétre FG ;
et ’on calculera les longueurs des tangentes par les formules

AB.cosax

~ Cos(« +x)’
__AB.cosx
" cos (B—a)”

On aura, en effet, moins souvent occasion d’employer ee deuxiéme rac-
cordement parabolique de moindre courbure, Mais indépendamment de I'a-
vantage que son application peut procurer, il importe d’étre averti qu’il
ne suffit pas de connaitre la relation de position qui convient aux points de
contact de la plus grande parabole dans le cas d’'une tangente donnée de lon-

gueur, pour déterminer cette courbe dans tout autre cas qui se présente,
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[11.

La forme d’un raccordement parabolique dépend essentiellement de la
position qu'occupe le sommet de la courbe par rapport aux directions des
alignements droits. La question de placer le sommet de la parabole en un
point donné, peut donc, dans certains cas, devenir de premiére impor-
tance; et 'on sait que lorsqu’en méme temps la courbe doit toucher deux
droites données de position, le probléme est du troisieme degré. On le
résoudra tres-facilement par les mémes procédés graphiques que j’ai indi-
qués pour la détermination de la plus grande parabole dans le cas qui pré-
cede.

Sur la droite SP (fig. &) qui joint ’angle au point donné P, décrivez une
demi-circonférence et tirez APCB., de maniére que les segments PA et CB

soient égaux. La droite AB sera tangente au sommet de la parabole (*).

2%

(*) Tous les diametres de la parabole sont perpendiculaires sur la tangente APB (fig. 4) ,
menée au sommet P de la courbe, et celui SC, qui passe par le point de concours de.deux
autres tangentes SF, SG, fait en outre sur la premiére le segment CB =PA. Donc, si 'on
décrit sur SP une demi-circonférence, et qu'on mene la droite APCB de maniére a avoir
CB=PA, on a en méme temps SCP = 90°, et les deux condilions sont remplies:

On remarquera que le probleme a été résolu avant d’étre mis en équation, et que le moyen
graphique employé a la solution a é1é déduit directement de I'énoncé méme de la question. 1
y a sans doute du tatonnement dans ce procédé, comme il y en a dans les méthodes dont on
se sert pour la résolution des équations numériques , méthodes qui sont: cependant incontes-
tablement plus efficaces que les formules algébriques , pour la détermination exacte des ra-
cines des équations du troisieme et du quatrieme degré. n réfléchissant sur I'analogie qui
existe entre ces méthodes et le procédé graphique en question, on est vraiment porté
penser quien géométrie aussi bien qu’en arithmétique, les mélhodes de tatonnement sont
les seuls moyens de solution qui conviennent a la nature des preblcres de degrés supérieurs
au deuxieme.

Pour les problemes de géomélrie, ces méthodes de solution directe dépendront toujours
plutét des coefficients de ’équation que de sa forme.

Ainsi, faisant les angles PSA = «, PSB =, PSC =, ce dernier probleme est exprimé
par P’équation

tang (x4 x) — tang ( — x) — tang x =0,
Jaquelle étant développée prend une forme tout a fait différente de celle sous laquelle se pré-
.sente I'équation du probleme précédent, résolu par le méme procédé.
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On ferait [A = 1B, sil’on construisait avec la demi-circonférence PIK dé-
crite sur le diamétre PK , moitié de SD.
Les hyperboles PCH et PIH’ peuvent étre tracées de la maniere exposée
ci-dessus.
Pour avoir maintenant les points de contact I et G, il suffit d’élever sur
AB; jusqu'a la rencontre de la tangente BS prolongée, la perpendiculaire

PDE, et de faire AF—=AD et BG= BE.
L’équation
tang®x (2 cota col£) tang x + cot f— cote =10
exprime les relations qui doivent avoir lieu entre les angles PSA—=«, PSB—,
et celui PSC = @ que fait le diamétre SC avec la droite SP; et les longueurs

des tangentes sont données par les formules :

g agt PICOS ST e
LS (f—x) cos (B— ) cos (« )’
r SP cos 2 win (2 8)

~ Sin (x42) cos (z—-x) cos (B —x)

Lorsque le sommet de la courbe doit étre sur une des tangentes don-
nées, la question devient beaucoup plus simple. Les solutions des divers
problémes qu’on peut alors former avec les trois autres conditions néces-

saires pour déterminer la parabole, n’offriraient aucun intérét.

1v.

Quand un alignement curviligne ne peut étre exéculé par le cercle ui par
la parabole , on y supplée ordinairement par une courbe composée de plu-

sieurs arcs circulaires ou paraboliques.

Les questions les plus fréquentes qui donnent lieu & I’emploi des courbes
composées d’arcs circulaires , exigent qu’on sache former de deux cercles de
courbures le moins inégales une courbe pour laquelle on a deux points de

contact donnés qui ne sont pas situés a la méme distance de I'angle formé
par les tangentes.



10 TRACE CURVILIGNE

Un cas particulier de ce probléme a été résolu par Bossut pour le tracé
des voutes en anse de panier a trois centres ; mais ce géomeétre, étant parti
de la supposition que I’angle des tangentes était toujours droit, la solution
fournie par lui ne pouvait éire applicable & aucune autre destination. En ne
supposant & cet angle aucune grandeur déterminée, j’ai trouvé une pro-
priété trés-remarquable de la courbe dont il s’agit; savoir, que les deux arcs
de cercle qui remplissent la condition du probléme se rencontrent au centre
du cercle inscrit dans le triangle formé par les tangentes avec la droite qui
joint les points de contact donnés (*).

Dés lors, les points désignés pour les contacts de la courbe, étant A (fig. 5)
et B, il suffit de mener par le point C, auquel concourent les bissectrices
des angles du triangle ASB, la droite DCE paralléle & AB; et I’on a sur-le-
champ les tangentes DA = DC, EB = EC, qui appartiennent aux deux cer-
cles de courbures le moins inégales.

On détermine ordinairement le centre du cercle inscrit & un triangle par

la bissection de deux angles quelconques de ce triangle. 11 sera peut-étre

(*) La voie que Bossut a suivie dans la recherche de son anse de panier, n’est pas la plus
commode lorsqu’on traite le probléme d’un point de vue général. On arrive plus aisément au

but par la considération des angles.
Soient DCE (fig. 5) la tangente commune des deux arcs, AG, BC leurs cordes, et les angles

SAB—=u, SBA=8, SDE=ux. Les rayons seront
AC

BG

= 1 5
2 sin a(a.—H%—x)

dont le rapport géométrique

b sin 1 x
e -
o s‘m (a 5 ) 2 2

IR R .
sm?)(@—a:—|—x)sm5(a—f-p——x)
ou bien
r cos (a—x) — CO%«a
r cos(a—x)—cosf
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plus aisé de mener par le sommet S une droite indéfinie paralléle & AB, faire
SF==5A, SG =SB, et tirer FA et GB. Ces deux derniéres lignes se cou-

peront au centre C du cercle inscrit au triangle ASB.

Les tangentes de la courbe seront :

, AB.SA
DA =D =SBt an’
AB.SB
B=EC=————.
2 SA+SB+ AB

Un seul exemple suffira pour faire comprendre I'usage auquel peut servir
cette courbe.
Soient données trois tangentes SA (fig. 6), SB, CD et deux points de con-

tact A et B. On tracera d’abord un arc de cercle déterminé par les tangentes

AC = CF, et ensuite, dans le triangle EDB, la courbe définie ci-dessus.

doit étre pour « > § un minimum, et pour § >> « un maximum.

L’équation /"' (x) = 0_donne

done

et portant cetle valeur de x dans I'expressien gcnérale de la dérivée /" (), il vient
cos B —cosz
cos’p
quantité positive pour «>> f et négative pour > 2.
Mais de ce que SDE=SAB, il s’ensuit que DAC = é SAB, EBC= _1‘_2 SBA | et que les cordes

AC, BC se rencontrent au centre du cercle inscrit au triangle ASB.
Les droites FA et GB se coupent au centre C de ce cercle ; car menant DC parallelement
a AB, on a par les triangles semblables DAC, SAF,

DC=DA
et par conséquent

1. 1
DAC=§bD"=§SAB
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Le résultat ne serait plus le méme si I'on placait la courbe en question
dans ’angle ACD. Il y aura donc lieu de voir ce qui produira un meilleur
ceffet, lorsque différentes dispositions seront a la fois possibles. Et sil arrivait
que par suite d’une position particuliere des tangentes et points donnés le
probleme piit étre résolu par le cercle, malgré un nombre de conditions su-
périeur a celui qu’admet cette ligne, tous les arcs formant parties de la

courbe composée, se confondraient alors en un arc de cercle unique.

V.

Le tracé d’une courhe compesée d’arcs circulaires qui doit passer par urn
grand nombre de points, ne saurait étre assujetti & aucune reégle générale-
ment applicable. C’est seulement en examinant la position des points don-
nés qu’on parvient & connaitre la solution la plus convenable que peut rece-
voir un probléme de ee geare. Je me bornerai donc & indiquer le moyen qui

me parait le plus propre pour cet examen.

Soient SZ (fig. 7) et SY les directions des alignements rectilignes, et A, B,

C, D, E, F, G les points par lesquels il s’agit de faire passer la courbe.

Pour faciliter la solution, on peut se proposer de former la courbe d’au-
tant d’arcs de cercle qu’on a de cordes en joignant les points donnés entre
eux el les deux extrémes aux points de contact adjacents. Menant alors par
le point A une premiére tangente ¢Ab, on détermine entiérement la courbe.
Le tracé ultérieur des tangentes se fera par la construction d’une suite de
triangles isocéles, tels que AbB, BcG, etc., dont on forme chacun en prolon-

geant le cOté de celui qui le précéde.

D’abord, pour que cette construction puisse avoir lieu, il faut que les an-
gles A, A, A, A, A, A, A, formés par les intersections des cordes entre
elles et des deux extrémes avec les aljgnements droits, soient tels que dans

toutes les suites possibles de ces angles, pris en nombre impair, la somme
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des valeurs de ceux qui occupent dans la suite un rang impair, soit plus
grande que la somme des valeurs de ceux de rang pair (¥).

Or, cette condition étant remplie, il est évident que 'angle Sab, détermindé

(*) Quand on désigne par x I'angle Sab (fig. 7), et par b, ¢, d, e, etc., les sommels des
triangles isoceles fermés par les tangentes avec les cordes , on a les angles

hAB=A,—x
¢cBC=A,— A+ x
dCD=A,— A+ A —x
eDE=A,—A, 4+ A, —A J-x
SEF=A— A4 A —A4A—z
gFG=A—A,+A,— A+ A —A Hx;

et comme tous ces angles doivent étre positifs, il s’ensuit que

A>x
A, +x> A
A,4+A>SAtx
A, A +x>AHA,
AckA A A A+
AstHA+AFx> A+ A A
donc a fortiori
AFA>a,
A, +A >A,
Ay A4 A >A 4 A,
A+ A >A,
Act+A+A>AH A,
Act+A A,

etc.

Maintenant puisqu’on doit avoir A >> x, I'angle x ne peut jamais devenir si grand qu'vu
ait x =A ; on aura donc A pour la premiére limite supérieure de I'angle ..

De méme, si I'on doit avoir A,+ x> A,, 'angle x ne peut jamais devenir si pelit qu’on
ait A,+~x=A, ou x=A,—A,. On aura par conséquent A,—A, pour la premicre limite in-
férieure de I’angle x. Mais si dans A, 4 2 >> A,, on avait A,>> A, on pourrait faire x aussi
petit qu’on voudrait sans détruire la relation A, - x> A, laquelle ne donuerait alors au-
cune limite inférieure pour I’angle indéterminé .

En continuant de chercher ainsi les valeurs de x qui rendent la construction impossible
on trouve pour cet angle une suite de limites supéricures et une autre de limites inférieures;
et il est clair que la plus petite valeur de celles de la premiére suite et la plus grande de

celles qui forment la deuxieéme, constituent les deux limites définitives qu’il importe de con-
naitre.
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par la position donnée a la premiére tangente aAb , admet encore des limites
qu’il ne saurait atteindre sans rendre la construction impossible.

Pour connaitre ceslimites, on comparera les valeurs

Al
A =AY
bl LA A X
AFAFAFA—A—A, —A,

qui seront toutes positives, et dont la plus petite représentera la limite supé-
rieure de I'angle Sab.

On écrira ensuite :

Al == Aﬂ
A+ A —A—A,
Bl A SRRse FAv e h

et la plus grande valeur positive de ces derniéres sera la limite inférieure de
I’angle Sab. Si elles étaient toutes négatives, ’angle en question n’aurait pas
de limite inférieure et pourrait étre fait aussi petit que I’on voudrait.

On prendra par conséquent pour ’angle Seb une valeur quelconque com-

prise entre les limites LL et /, par exemple

!
sw—Lj

et I'on dessinera la courbe. Le résultat montrera le mieux ce qui reste a faire
pour donner ala courbe une forme qui convient a la nature de la voie et pour

l’assujettir en méme temps & passer par le plus grand nombre possible de

points primitivement adoptés.

VI.

11 importe de former d’arcs paraboliques les courbes & inflexion pour que
la courbure de la voie soit peu prononcée aux environs du point ol elle

change de sens.
On établit ordinairement I’inflexion sur la partie intermédiaire du zigzag

que forment les lignes droites du tracé.
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Pour donner & la courbe une forme convenable , il me semble qu’il fau-
drait satisfaire aux deux conditions suivantes :

1° Qu’au point de jonction des deux paraboles, leurs rayons de courbure
soient égaux , afin qu’il n’y ait pas de discontinuité dans la marche de la

courbe composeée ;
2° Qu’en considérant séparément chacune de ces paraboles, on ait en

méme temps deux raccordements de moindre courbure.

Pour cela , on décrira du point M (fig. 8), milieu de AB, avec un rayon
égal & ZAB , le cercle CD, etaprésavoir élevé sur AB les perpendiculaires AE,
BF jusqu’a la rencontre des droites CE, DT paralleles @ AB, on tirera EF.

Le point d’intersection P donnera le point de contact des deux paraboles ;

et I’'on aura les points de contact extrémes G et H, en menant PG et PH

respectivement paralleles a BG et AD (*).

(*) L’expression
P

Si.llsfo
représente le rayon de courbure en un point quelconque d’une courbe du second degré, dout
le demi-paramétre est p et » I’angle que fait en ce point la tangente-avec le rayon vecteur
mené du foyer. Mais si ¢ est cette tangente et ¢ une autre tangente qui coupe la premiére
sous l'angle « , on a dans la parabole

P 2

sin'w — {'sine’
Donc, prenant P (fig. 8) pour le premier point de contact, les conditions ci-dessus sont
exprimées par 'équation
AP - AB—AP
sin BAG (cos BAC - V/9—sin"BAC)  sin ABD (cos ABD - V/9—siw ABD)

(qui donne la valeur de AP.

Par la construction indiquée on fait d’abord

] -
AE=_AB(cosBAG+ }”9 —sin"BAC)sin BAC,
1 m—— =L
BF =5 AB(cos ABD V9 —siu"ABD)sin ABD;
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La position du point P est donnée par la distance

= ABsinBAC (cos BACH V9 —sin’BAC) >
sinBAC (cos BAC -}/ 9—sin*BAC)--sin ABD (cos ABD 4 V' 9—sin*ABD)

et les longueurs des tangentes extrémes peuvent étre calculées par la formule

connue
AG == AP (cos BAC+1/9—sin’ BAC),

BH =

Nl = O =

(AB — AD) (cosABD 4}/ 9—siu* ABD).

Mais si I’on voulait porter ‘au maximum le plus petit rayon de courbure
d’une courbe a inflexion, on ne pourrait plus disposer les paraboles de ma-
niere qu’au point ou elles se touchent, leurs courbures soient égales.

Toutes les fois que les deux paraboles dont on forme un alignement a in-
flexion doivent étre déterminées par une meéme condition , il en résulte
entre leurs parameétres cette relation qu’on ne peut augmenter 1’'un sans di-
minuer l'autre. Donc, pour réduire au minimum la plus grande courbure
d’un tel alignement , il faut faire les deux parametres a la fois égaux et les
plus grands possibles. On y parvient par la construction suivante :

Du milieu M (fig. 9) de la partie intermédiaire AB et avec un rayon égal
a g AB, décrivez le cercle CD, menez BC, AD et sur les droites AE, BIF qui
joignent les angles aux milieux de BC et AD, abaissez les perpendiculaires
BG et AH. Prenez ensuite sur les droites indéfinies AT, BK menées perpen-

diculairement & AB, les troisiémes proportionnelles AI & BF et AH, BK a

AE et BG, et tirez IK qui coupera AB au premier point de contact P (*).

et menant ensuite EF , on obtieul par les triangles semblables PAL , PBF,
AP = AB—AP
AfRis. s BE
*y En égalant les paramétres (fig. 9)

4APsinCAEsin’BAE A (AB—AP)sin DBF sin’ABF
sin BAG 34 sin ABD
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Pour ayoir les points de contact extrémes L et N, il suffit de mener PL

et PN respectivement paralléles a BC et AD.
Une expression directe de la longueur AP ne serait pas commode pour le

calcul. 1l sera plus aisé de chercher d’abord les angles BAE et ABF dont les

tangentes sont

tang BAE = 3—) (—3cotBAC+V/84-9 col’ BAC‘) .
1 e T
tang ABF = 3 (—3cot ABD+}/8--9cot’ ABD),

et qui feront connaitre ceux CAE—=BAC — BAE, DBF=—=ABD —ABF, ct de

calculer ensuite
AB sin BAC sin DBF sin* ABF

P=
sin ABD sinCAEsin‘BA £+ sin BAC sin DBF sin* ABF’
AL AP sin BAE
& TsinCGAE [’
(AB — AP) sin ABF
BN =
sin DBF

Il est évident que les angles donnés étant égaux on n’a qu'a former la

des deux paraboles, on en tire la valeur de AP qui répond & la question , lorsque les angles

CAE, BAE, DBF, ABF sont déterminés par la relation

tang BAE = 2 tang CAE ,
tang ABI' = 2 tang DBF,

qui convient & la plus grande parabole dans le cas d’une tangente donnée de longueur.
Cette relation est établie par la construction ; et I’on a fait en outre

"BK sin CAE sin® BAE

4

9AB sin BAC
AT sin DBFsin® ABF
2AB sin ABD :

de sorle que les deux paramétres égalés sont représentés dans la figure par I'équation

AP.BK = (AB— AP) Al,

a laquelle satisfont les triangles semblables API et BPK.
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courbe des plus grandes paraboles ayant leur point de contact commun sur-
le milieu de la partie intermédiaire du zigzag, et toutes les conditions des.

deux probleémes ci-dessus se trouveront remplies.

‘TRAGE DES COURBES SUR:LE TERRAIN..

ARC DE CERCLE.

On ne saurait imaginer pour I’exécution des raccordements circulaires &
grand développement , un procédé plus convenable que celui par ordonnées
rectangulaires portées sur les tangentes. Car on a ainsi pour 1’opération deux.
bases invariablement établies et suffisamment rapprochées de la courbe ; et
comme chaque ordonnée part directement d’'une de ces bases, l'inexac--
titude d’'un point ne peut aucunement influer sur la marche ultérieure
du tracé. 11 importerait seulement. d’abréger le travail préparatoire qu’exige-
cette méthode.

Etant donnés le rayon 7, l'angle o que forment les alignements droits, et

par conséquent la longueur de la tangente correspondante
t==rcol & oy,
2
il conviendrait peut-étre de commencer par déterminer I'angle .

sin 3:0—,
r

d étant la distance: adoptée pour l'écartement des piquets., et de calculer
ensuite les ordonnées et les abscisses comptées & partir du point de contact,

comme il suit :

= 21~’sin".6 x'=rsin 28

v ! =R HG

»"'=2rsin’33 x"=rsin 68.
ete. ete.

Si I'on trouvait 3—=0° 32'13"” par exemple , on prendrait f==0" 30" pour
rendre plus simples les multiples de cet angle. La distance*¢ diminuerait

aussi; mais il n’en résulterait évidemment aucun inconvénient.
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Ce caleul se fera trés-aisément par les logarithmes; el la courbe sera établie
par des points équidistants.

Les tangentes sont quelquefois inaccessibles, et il arrive presque toujours
en méme temps qu’on ne trouve pas dans I’espace ou la courbe doit étre
tracée, une antre ligne qui puisse servir de base & 'opération. Pour ce cas,
dans lequel on procede ordinairement par tdtonnement, j’indiquerai une
méthode rigoureuse et méme tres-expéditive.

Le rayon étant r, liez ensemble deux cordeaux ¢ (fig. 10) et ¢’ égaux entre
eux, et a’la distance qu’il convient de donner aux piquets, fixez a leurs ex-
trémités une base inflexible

b=—;

i

et apres avoir d’abord appliqué le sommet du triangle ainsi formé au point
de contact A (fig. 11) et'le milieu m de sa base sur la tangente SA , portez-le
ensuite toujours de maniere que ¢ soit dans le*prolongement de ¢’ ; tous les
points p, p’, p” ainsi obtenus seront & la courbe (*).

Si I’on suppose a ce triangle un coté de 20 métres et une base de 0™.20, le
rayon du cercle sera de deux kilomeétres. On peut donc tracer de cette ma-

niére une courbe & grand rayon. Mais ici I’erreur commise en un point se

() Quand on a dans un cercle deux cordes AB, RC (fig. 12) égales, et qu’on prolonge une
AB de BD = AB = BC et méne DC,-on forme ainsi un triangle isocéle DBC semblable & celui
BRC qui ales rayons pour cétés et la corde BC pour.base. Car on a I’angle ABC = 2RBC, et en
méme temps ABC = 2BCD; donc RBC =BCD; et comparant ces triangles, on trouve

ﬁ;’l
DC = H.

Or, la:tangente BE étant perpendiculaire sur le rayon BR , il en résulte
RBC-+EBC = 50°,
et par suite de RBG=BCD,
BCD -+ EBC = 90°,
BEC=90";
cetlte tangente est donc en méme temps perpendiculaire sur la base du petit triangle iso-
:cele DBC, et coupe par conséquent. cette base en deux parlies égales.
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communique a tous ceux qui le suivent et doit nécessairement amener une
déviation sensible , lorsque la chaine continue de triangles est trés-considé-
rable. Il faut donc exécuter la courbe par moitié , en partant successive-
ment de chacun des points de contact ; et quand elle sera trés-développée ,
on fera encore mieux de déterminer la position de la tangente au sommet du
raccordement et d’opérer dans quatre directions différentes. Du reste , I’ex-
iréme facilité du procédé permetira d’effectuer promptement une rectifica-
tion devenue nécessaire ; et il sera toujours. plus commode de se servir de
cette méthode, que de toute autre qu’on puisse employer dans les cir-

constances dont il s’agit.

On peut encore faire usage de ce procédé pour guider le travail des terras-
siers entre deux points consécutifs d’un raccordementcirculaire tracé par la
méthode précédente. Les points de la courbe étant alors équidistants, on
menera facilement une tangente par chacun d’eux et I’on appliquera le

iriangle indiqué ci-dessus.
PARABOLE.

(Quand on prend pour l'axe des abscisses une tangente de la parabole , le

calcul des ordonnées paralléles a 'axe de la courbe est trés-facile.

Les tangentes données étant ¢ et ¢/, et  I’angle sous lequel elles se cou-

pent, la sous-tangente du raccordement sera

1
s=g \/z’-{-z“—[—zu' CUS «;

etsi I'on divise les tangentes en un méme nombre n de parties égales pour
mener par les points de division autant d’ordonnées & la courbe , il suffit

de calculer une seule fois

puisqu’on a, a partir de chacun des points de contact,
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y =m
y'=4m
y'=9m
y"=16m
ete.

On trouve les angles et ¢ que ces ordonnées doivent faire avec les tan-

gentes ¢ et ¢/, par les formules

% ¢'sina
sin = 5
2s
s {sin o
sin 0= — 5
2s

) 1 1
Dans la parabole & tangentes égales on a p=d=z=x et s=={cos 5%

g 2

On peut se servir de cette méthode lorsque la localité ne permet pas de
mener & la courbe la tangente paralléle & la corde de contact. Car ce cas
excepté, la parabole admet un tracé beaucoup plus simple qui parait n’avoir
pas encore été apercu, bien qu’il résulte d’une propriété tres-connue de
cette courbe. Il consiste & circonscrire a la parabole un polygone symétrique
en augmentant successivement le nombre de ses cotés , dont on connait les
points communs avec la courbe.

Menez par m (fig. 13) et m, milieux de SA et de SB, la droite mm, le
point p milieu de mm sera & la courbe ; menez ensuite par m’et m', milieux
de mp et mA , la droite m'm/, le point p’ milieu de m'm' sera & la courbe;
et toutes les autres lignes m"m", m"m'” menées de cette maniere donne-
ront par ieurs milieux p”,p” autant de points appartenant a la parabole.

Du reste, le moyen par lequel on parvient a établir une courbe sur le
terrain, est indifférent pourva qu’il donne un résultat conforme aux con-
ditions essentielles de raccordement. 1l ne sera donc pas inutile de connaitre

le défaut d’un procédé trés-usité dans la pratique.

D’apres ce procédé , on divise les tangentes SA, SB (fig. 14) en un méme
nombre de parties égales, et I'on meéne les droites Aa', ab’, b¢’, cd', de', eB

qui donnent par leurs intersections la courbe .4pp’p”p"B.

Cette courbe est une Aparabole ; mais elle coupe les cOtés de I'angle quelle
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devait toucher. Les segments AC, BD, interceptés par ses branches sont
respectivement doubles de ceux qui résultent de la division des droites SA
et SB (¥).

(*) Quand on considére deux quelconques des droites qui se coupent sur la courbe, comme
-de' (fig. 14) et cd'y et qu'on désigue par « et b les droiles SA et SB, par r le nombre de di-
wvisions faites, et par m le nombre de divisions contenues dans le segment S, on a

Sd N i VY
:n Fi
—m)
S‘3=__tz(m-|—1)" Sd’=b(n m
n n

et prenant Sx et Sy pour les axes des coordonnées, on ‘obtient pour I’équation de la
-droite de’
anmy =—"bn(n—m-4-1) x4 ab(mn—m’+4m); 6))
el pour celle de cd’ :
an(m—-1)y =—0brn(n—m)x+ab(mn—m*+4-n—m). (2)
Retranchant (1) de (2) ,-il reste
any =bnx+ ab(n—2m),
-d’ou
i i bnx 4 abn — any

= 3

2ab

et cette valeur substituée dans (1) donne
a‘ny’ —2abnzxy + 0’nx*—2a’b (n4-1)y —2ab’(n4-1)x+a’0’ (n+42) =0,
-équation qui représente évidemment une parabole.

Résolue par rapport a y, elle prend la forme

_b[natx)4a /4nx(n—|—1)+a .
W n\ a . V4 a I 3

-et quand on pose x=0 dans |’ordonnée du diamétre a partir duquel les ordonnées de la courbe
doivent étre comptées , il vient

b
Ys=hat—:

d’ot1 'on voit que ce diamétre rencontre la droite Sy au dela du point B & une distance

b ] i e
BE = ~ On a donc pour tous les points de la courbe , situés & gauche du diametre EF
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Plusieurs géomeétres ont en effet remarqué que cette parabole n’est pas
tangente aux cotés de I'angle donné. Cependant, comme il s’agissait d’une
courbe de raccordement, il importait principalement de montrer sa marche
au deld des points par lesquels elle sort de I'angle, afin qu’on puisse juger de
la saillie des jarrets qu’un tel raccordement doit nécessairement faire avec
les lignes droites du tracé.

Il est possible que ce tracé doive son origine & une méthode rigoureuse:
inexactement exposée. Car si l’on joint les divisions @, b, ¢, 4, e, (fig. 15) de
la tangente SA, aux divisions correspondantes a’, 0', ¢, &', ¢', de la tangente SB
sans y comprendre les points A et B., les points p', p’, p", p”, "’ milieux
des cotés du polygone ainsi formé , appartiennent & la parabole qui touche,
aux points A et B, les droites SA et SB (*).

M___b/n(a—f—.r)-[—ﬂ,_ /’m.r(n-{—i)—{—a\ .
\/ ~ Vi (%)

S 7\ a

Faisant maintenant y =0 dans (4) et x — 0-dans (3) pour avoirles points de la courbe qui
se trouvent sur les droites S et-Sy-, on obtient

1‘=[—z(n—|—1i1),.
n

_y:;:(n—l—i =+ 1).

La courbe a donc deux points communs avee chacune des droites S, Sy ; et les posilions
de ces points sont données par leurs distances au point S ,

.r':a:SA;, .r":a—f«&l:SA-{—AC,
n

y'=b=SB, y"=b+2’_l”=ss+nn.

(*) Lorsqu’on a.prouvé que les droites af, bg, ch, di, etc. (fig. 15), menées par les points
de division parallclement & la sous-tangente SC, passent les unes par les sommelts s, s', s" etc.,
les autres par les milieux p, p', p” etc., des.cotés du polygone, on obtient sur-le-champ I’équa-
tion de la courbe. Mais pour cela, il faut avoir les équations de quatre droites telles que 00',
cc', ek et di dont les deux premiéres forment un sommet s', et les deux autres doivent passer
I'une par ce sommet, et I'autre par le milieu p' du c61é adjacent ss'.

Pour rapporter toutes ces lignes aux droites Ay et Az paralléle & SC, soit AS=1¢, AD =s,,
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Je ne proposerai pas d’opérer ainsi sur le terrain. Ce serait ajouter encore
une méthode au grand nombre de celles qui donnent les points de la courbe

n le nombre de divisions faites sur chacune des tangentes, »: le* nombre de divisions con-
tenues dans le segment'Ab, on aura

1/
o ‘&b:-tﬁ7 Ar_—-_sﬁ, rb’:M;
n n n
A,‘_t(m—f—i)\ A, Sm+1) - tntmt1)
By R PR o 267 n :

9 A
Ae = t___‘( ”:z+l)’

et pour celles des droites ek et di paralléles & I'axe des abscisses

t(2m-4-1)

= n 2
otm

n

Posant maintenant pour le point de rencontre des droites b0’ et ek

tnx + tm t(2m—-1)
sm AL 2
et pour celui de cc’ et ek

tnx t(m4-1) _ t(2m—-1)
s(m4-1) s T

T'une et ’autre de ces équations donne

L (m.a—l— 1).
n

Ainsi les droites bb', cc' et ek ont une intersection-commune. Donc la droite ek passe par s,
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par Yintersection des lignes droiles et dont les divers inconvénients sont
généralement connus. Mais on pourra employer de préférence ce tracé sur
le plan du projet ; car les tangentes étant divisées en de tres-petites parties ,
1e polygone se confond dans la courbe (fig. 16).

Pour réunir ici & peu pres tout ce qui peut servir a la solution des ques-
tions les plus ordinaires du tracé curviligne, j’indiquerai encore un moyen
trés-simple par lequel on se rendra compte du résultat qu’on obtiendrait
par un raccordement parabolique en donnant a ses tangentes certaines
longueurs déterminées.

On ménera par les points de contact A (fig. 17) et B deux droites indé-
finies paralleles a celle CM qui joint ’angle au milieu de la corde de con-
tact, et I'on tirera DCE perpendiculairement a CM.

Les droites DB et AE se couperont au sommet S de la courbe.

La droite EP, perpendiculaire sur EM, fera sur le prolongement de CM un
segment PC égal au demi-paramétre ou rayon de la plus grande courbure
de la parabole.

Prenant sur la droite indéfinie FR, menée par A perpendiculairement &
AGC, la partie FA égale & la droite MG perpendiculaire sur AC, et faisant
I’angle FCR==90°, AR sera le rayon de courbure correspondant au point de
contact A.

Si une des tangentes, AC par exemple, faisait avec la droite CM un angle
ACM=90° ou ACM>90", on ne trouverait plus par cette construction le

sommet de la parabole; il serait dans le premier cas au point de contact A’

celle ck par s ; et comme le point 4 est le milieu de ce, la droite dZ parallele a ek et.ci, passe par
J milieu de ss'.

Pour avoir I’équation de la courbe, il suffit de tirer de celle de la droite di la valeur de 2,
et de porter cette valeur dans I'équation de la droite bb'. On obtient

. hox
S 5

équation d’une parabole rapportée & sa tangente, et au diameétre passant par le point de
contact.
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et dans le second en dehors de I’arc compris entre les points A et B. La
droite AR représenterait alors le rayon de la plus grande courbure du rac-
cordement.

Désignant toujours par ¢ et ¢' les tangentes d’'un raccordement parabolique
et par « ’angle qu’elles forment , on a en général le rayon de courbure ap-
partenant au sommet de la parabole ou son demi-parametre

2£¢" sin’s,
(220 cosa)r

1e 3
3P =

et les deux autres qui correspondent aux points de contact des tangentes

tett

= ¥

~ {sina’
Qtls

pae=gr:

tsina

[0

Enfin pour t=1', ces expressions se réduisent a

ts'n’1
1 20:
YA e
COoS =«
ot
P—El_'a"

FIN.
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