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PREFACE. 

Le calcul transcendant', dont j'indique les princir...es fondamen­
taux, resout definitivement le probleme d'une 1 etho1e infinitesimale 
r1goureuse. 

Aussi la quantite infiniment petite au rnoyen de laquelJe s' effect�e 
ce calcul_ est-elle essentiellement differente de celle que nous a leguee 
Leibnitz. 

D'abord elle n'est pas une hypothese. Car je la tire,,!lvec sa valeur, 
de l'expression d'une quantite continue. 

En second lieu, sa valeur seule determine les resultats; de �qrte 
que ces derniers ne dependent d' aucuns raiso!lnements �ubsidiaires 
plus ou moins fondes. 

Et cependant les operations particulieres auxquelles flle donne 
lieu ne sont pas mo;i.ns sirnples que· celles qqi fąrment \a ąiethode ą.e 
Leibnitz. 

Les effets analytiques que produit l'application de cette qnantite 
· infiniment petite ne laissent d'ailleurs rien a desirer.

· Elle �ecompose l'expression d'une quantite continue en ses ele­
ments qui definissent rigoureusernent les elements correspondants de 
cette quantite. 

Elle fournit aussi les elements analytiques d'une quantite dont l' ex­
pression immediate n' est pas donnee et qu' on obtient ensuite en effec­
tuant la sommation ordinaire de ces elernents. 

On congoit qu' un tel resultat doit jeter une darte soudaine sur 
toutes les questions de l'analyse infinitesimale. Il y a plus: il peut evi-
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demment servir de principe supreme a une nouvelle et tres-sirnple 
theorie des fonctions continues, theorie destinee a remplacer les calculs 
dits dijferentiel et integral, qui forment· actuellement un lourd as­
semblage de consi<lerations incoherentes. Mais, par des raisons toutes 
personnelles, j'ai du me borner ici a etablir l'existence du calcul trans­
cendant et son interpretation geometrique. 

En apportant l' ex plication definitive de 1a quanti te infiniment 
petite, dont on parle depuis 1684 sans avoir une seule fois prouve 
qu' elle existe ou qu' elle· n' existe pas, ou precise d' une maniere quel­
conque sa signification analytique, je dois remplir up devoir que 

f ,. • • • • • . m 1mpose ma conv1ct10n mt1me. 
Je le declare formellement : je n' attribue pas a la force de ma te'te 

ce succes de mes recherches. J'espere meme qu'a cet egard on ne 
soupc;onnera pas la. sincerite de ma parole. Car, certes, lorsqu' ori aura 
parcouru ces pages, loin d'etre etonne du genie de l'auteur, on se de­
mandera comment une chose aussi sim ple et aussi palpable a pu pen­
dant deux siecles environ se derober constamment a 1' attention des 
plus grands penseurs. 

Concluons-.en humblement que les decouvertes, quelle que soit 
leur importance, ne viennent yas au commandement de l'hom�e, 
mais a l'hfure marquee par la Providence. Ce qui explique ce ph�­
nomene observe plt,1s d'une fois, que le premier rayon d'un€: verite est 
_parti du <;ote d'ou l'on s'attendait le moins a le voir venir. 

Paris, le 3 mai· 1857. 
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§ I. - GENERATION DIRECTE DES QUANTITES CONTINUES.

LEMME GENERAL. 

. ł. La serie 

1+1+1+ ... 

n'a pas de limite. Lors clone qu'on pose 

le symbolP-

represente la seri�· . 

et ne designe rien de plus. 
Mais le rapport 

1+1+1+ .... =00, 

1+1+1+ ... , 

------=-, 
1+1+1+ ... 00 

<lont le numerateur demeure constant, tandis que le denominateur croit au i 
dela de toute valeur assignable, tead·vershi. limite O'. 

On appelle infiniment grande la quautite 

1+1+
.
1+ ... =00; 
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et, en consequence, ceJle 

prendra la denomination de quantite injiniment petite. 

2. Quand on ecrit

·I +-1 + 1 ·+ ... � oo,

pour exprimer ainsi un nombre-qui croit uniformement et indefiniment, la 
signification du ,symbole 

est donneę par hypothese; et il n'est plus permis de l'alterer dans le cotirs 
du calcul par la substitution d'une quantite qui fournit egalement la serie 

I+ I+ I+ ... , 

mais qui n' off re pas le meme sens. Et c' est ce qui arriverait certainement. si 
· 1• on mettait ·

o 

a la place de oo , en se fondant sur ce que 

parce que 

I I 

;;=1-1=1+1+1+ ... ;

I· 
...J. 

' o 

est un brusque passage d'une valeur finie a l'infini. 

5. Cherchons donc a constater par la considerafion directe de la serie

1+1+1+ ... 

Jes proprietes particulieres que manifes�e, dans le calcu}, la: quantite oo . 
Soient 

a, �' "/, 
A, B, C, ... 
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des quantites finies positives. Designotis par .Sn les n premiers termes de la 
serie 

1+1+1+.- .. , 

et par Rn tó'bs ceux qui les sui vent;- Nous auro n� 

Sn + Rn = l + I + i"+ .. , , 

et de meme 

R
n = I + I + I + .. , ; 

de sorte qu'en substituant, on obtient 
. . 

S
n

+ I+ I.+ I'+,,, = I +'I:+ I+., ..

Mais on peut toujours supposer 

quelque grand que s.oit A. On aura donc aussi. 

A+ I+ I+ l '4-', ... �11 +I+ I+ ... , 

et, par suite, 

I+ l +I+ ... :- I+ I+ I+ ... - A; 

ce qu' on peut indiquer par-
. r;:, 

oo±A=oo. 
De la on conclut 

9 

•. • - \ I '\\ 

Aoo «=i:- /3 + -B 00 ot :ć:: roo.°'( A 00...!/3 -i- B1 1 -A 00 e
x

:+-fs', 

et generalement 

A ct + B1 '·ct-'fo +'C ct-/3-.... ,t_ ,-1-- �-A ct 00 - .00 
::.-:-

· 00 . :- , .�
..,_ 

00 , 

4. Nous pouvons maintenant nous assurer que les deux·infinis.

O I 
00' -, 

O· 
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sont essentiellement differents. En effet; celui . 

I+ I+ I+ ... = a:l, 

vient de Ja serie 
I + l + I + ... n° , 

qui est fonction de l'ind�ce n et 'u!l ca.s de �elle-ci : 

m(m+1) m(m+1) ... (m+n-2) 
I +m + +... 

) , . 1.2 -i.2 ... (n-1 

cas qui repond am:-- 1. Or, 'lorsque m est un nombre entier, cette der-
11iere represente les series dir_ectes deis nombres figures; et son terme _ge­
nerał prend la forme 

ce qui donne 

n(n+1) ..• (n+m-2) 
1.2 ... (m-1) ' 

S n(n+1) ... (n+m-2)·_n(n+1) .•. (n+m-1),
n 1.2.: .(m -1) 1.2 •• . m 

et pour n = c:o , 

S n(n+1).:.(n+m-.2.)
c:o 1..2.., .(m-1) - 1.2 •• . m 

De sorte qu'on a ici 

·. m(m+]) m(m+z)(m+.2.) _ �"' 
1+ m + . + 3 + ... - , -; 

1· • .2. I, .2.. .I • .2.,- •• m, 

tan dis qu' on trouve 

m(m+1) m(m+1)(m+2) · 1 1+m+ + 3 .+ ... =-,
�� I • 2 I • 2. · "'O"' 

en supposant x = 1 dans lP- developpement 
/ 

Donc: 1 ° . 

1 . m(m +1) 2 
· 

( } =1+mx+ x + .... 
I-X m • . 1.2 

o 
n' exprime pas ce que nous design�ns par le symbole. CX) ; 

.,! . 
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1+1--i--�+ ... =oo,
I 

1+1+1+ ... =--, 
1 - I 

n'entrainent pas la suivante:

3° . On ne peut mettre

I 
et:)=-; 

o 

o 

a la place de oo „ pour determiner · la valeur d'une expression qui contient
l'infini oo .

5. En ce qui concerne la quantite infiniment petite
A 
-, oo"'

il est clair qu' oi1 aura, par ce qui pre.cede,

B ± � ...:.. 
Booa ±A = B,

et) IX. • 00/Z , , 

A. B C A - + --- + ' + - -· -·
et) c,. - 00 a+/3 - et) a+/3+y - '· • -

00
oc 

Mais il importe d'observer que, de l'equation
B+ A --'-B---

' Cl:; OC 

il ne resulte a·ucunement gue la valeur absolne de la quantite
A

soit nulle; car on voit que :7. disparait dans le binome
·A

B+-., 
• • <;O IZ 

- . � . 
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parce que Boo "' annule la qnantite finie A dans le nmnerateur de. la frac­
tion 

6. La serie

Boo
"'+ A

C C C 
B + oo +·,oo + oo + ...

· me_rite encore une attention _particuliere.
D'abord elle n'admet aucune reduction. On ne peut y supprimer-tous les 

terrnes infini.ment petits 
C C C 

C oo +oo+oo +··· = , 

parce qne B n'annule pas C; et' quand on en efface un nombre fini aussi 
grand que l'on veut, il reste toujours 

C C 
B+ oo + a5 + .... 

La raison en est fort simple. La regle 

. C . 

B+ 00 =B 
. . 

est fondee,.�ur ce que la quantite -� jo��te a celle B ne ch;nge pas 1a va­
leur de cette derniere. Dane„ du moment qu'il n'en est pas ainsi, c'est­
a..:dire que 

C C 
B + 00 

+ 
00 

+ : .. = B + C, 

cette regle cesse d' etre applicable. 
D'ou resulte cette ćonseqnence bien remarquable que, dans la serie 

. . 

mi a les relations 
/ 

C . B + <X> > B, 

C C . C 
B+-- +->B+ -'- ,

• (::J:) (;I;) • <X> 

. 

' 
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qui, en dehors de cette serie, ne subsistent pas;. et que, par consequent, 
les quaritites infiniment petites· 

C C C 

oo' oo' oo•:·· 

prennent ici le caractere analytique des quantites fioies. 
Coocfuons qu'il en sera de meme de toute expręssion for�ee exclusive­

rhent de quantites frnies et de series telles· que 

C c 
et:! +et:; +.�.=C.

7. DEFINITION. - Nous nommer:ons element toute quantite in�nimrnt
petite qui concourt effectivement a farmer une · qt�antite fo-iie ou une 
quantite infinimtnl petite d'un or.dre rfroins eleve. 

THEOREME-1. 

· 8. Soit

une quanti te continue geometrique; et aesignons par" 

la limite de e ) qu{se meut lorsque cett__e quantitr! varie. 
Quand on represente par 

x, 

x-+dx, 

x + d:x:. + dx, 

X+ !l:x: 

les valeurs que prend successivement la quantite e lorsque, en croissant uni-
jormement et par degres ,insensibles, elle devient " 

le symbole 
dx 

2. 



exprim'e l' element 

et; au� quantit.es in.finiment petites 
' I ' 

dx, dx, dx, .. ,, 

reponde'l}t Les positions successives de la ljmite �, qui Jo,;,izent les elemeńts 
geomętriques· de l'acqoissement 

DEMONSTRATIOŃ. _:, Lorsque la quantite 

e=x, , ·.

en croissant par degres i11sensibles, devietit .. 

il est certain qu'elle acquiert successivement toutes les valeurs interme­
diaires comprises entre x et x + Ax. 

Donc si 
"' 

sont ces valeurs, 

succede immediatement a

x+dx, 

:x+dx+dx, 

x+dx 

/ 

X'' 

ce qui exige que d:x: converge indefiniment vers _o. 
Or, la quantite dx est con tenue un certain nombre de fois dans A x.

Donc elle doit s'y trouver 

• s: 
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fois, afin que la relation 

IJ.x = dx(14-1+ 1 + ... ) 

fournisse pour dx la valeur 

dx =
llx 

t+1+1+.,. 

tendant vers o ('l ). Donc le sy-mbole-dx designe !'element 

et 

Mais, s',il n'exiśte auc�m etat de e, qui tombe entre 

X 

:x+dx, 

ou entre 
x+dx' 

et 
X+ dx +dx, 

etc., il est evident que les, limites formant Ies extremites respectives des etats 
' ' . . 

x, 

x+dx„ 

x+dx+dx
,.. 

' 

; 

.
. 

de la quantite $, se succedent sans intervalles. 
Donc elles res�1ltent .du mouve�ent co�tinu de la lir�ite �· dont chaque 

position repond a un accroissement infiniment petit 

. dx 

de l'etat precedent de e' et forme ain�hm element geome'trique de· 

eł -- 9. 
Donc, etc·. 
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9. ScoLIE I. -. Dans notre calcul, l'infin·i

1.+r+r+ ... =00 

resulte de la continuite. 
10. SCOLIE Il. - On observera que }es positions successives de la_ limite

i; ne sont pas des parties tri>s.-pętites· de 

e. - e, 

et que, par consequent, elles offrent le veritable caractere d' elements de 
cette quantite· .. 

ł ł. ScoLIE III. - De meme qu' on ne. peut determiner les positions suc­
cessives de la limite, par la simpl� division de fa quantite e;·..:.. e, on· n'ob­
tient pas non plus leurs valeurs 

en divisant dx p;r la serie 

t!. X 6. X t!. X 

oo' oo' ·oo' · · ·.

.r+1+1-i:- .... 

Car cetle operation donne ( "' ) 
dx(1 -1)=0; 

tandis qu� nous ··�rouv�ns 
6.x il:x

x+ oo-!- oo + ... ·= x + �x; 

( *) Com me on peut avoir 
1+1+1+ ... =00; 

ou 

l'expression 

1+·1+1+ ... 

com porte aussi une double signification; et il faut bi_en que, dans Je cas. 

I 

1+·1+J.+ ... =--, 
I - I 

le dividende divise par le quotient reproduise le diviseur 

I - I, 

I ' 
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et il est evident qu'une negation absolu,e, repete,e meme Uil nombre iofioi 
de fois, ne saurait produire un acĆroissement de X. 

Il y a donc lieu ·de c..onside.ret: �omme„ appartenant fx.clusivement aux 
phenomenes de la continuite, les t�nes et les autres des quantites fofiniment 
petites ci-dessus. ' .· 

.12. COROLL�IRE. � Designons pa: 

x, 

x+dx4 , 

.x + dx i _+ dx2 ,
+ 

x :+ dx/+ dx2 + ... dx00 

]es valeurs que prend la quantite 

quand, en croissant,- elle devient 
,,, •l!I ,· ' • " 

TJr =X+ uf,· 
Comme 

x+dx 1 >x,-

· il est dair qne

est le premier accrois!ieinenf infiniment petrt de x ( f?).
D' ou il suit : . 
1 °. Que la position primitive de ła lim,ite �, quiforme I' exc-tremi:te de la 

quanti te 
f) = X 

et l' origine de son accroisse�ent 

n' entre pas, com me premie� element de !:J..x, dans _le� e�press�o11s 

.X+ dxi + dx2 + : , . dx
00 

::t: X+ !:J..,X
1 

dx l + dx2 +'".,, dx
"" 

= !:J..�; 
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' l / 'l' 2° . ·Que, par consequent, es e ements 

dx., 'dx2 , dx·3 , .; • , dx"' 

representent-les posit1.óns de i;. qui resultent du mouvement de cette limite; 
de sorte que 

dx"' 

exprime i la fois le dern.ier accroissement de x et Ja derniere position de i;,
qui detęrmine l'etat definitif de la quantite 

8 1 = x+ Ax .. 

Ce qui fournit une regle generale pour,Ies .appJications ulterieures de 
notre calcu I.· 

ł5. DEFINITIONS. -,- La Jimite ; est Ja generatrice geometrique de la 
quantite 

q ,_ . 

et lorsqu' on attribue la vaJeur dx asa position, qui-determine l' etat,primitif
de e, . 

dx 
n 

est une formule qui prend la denominatiot�· de .generatrice analytique, . 
parce qn'elle donne les elements 

de l' accroissement ·1::,. .i:. 
Considere par rapport a sąn effet, le mouvement de la . limite i; est dit 

generation. 

THEOREME IL 

ł4. Soit.
e =F(x) 

une quant'ite continue geometrique. , - ' 

j 

, Supposons de plus que
} 

X venant a,crottre, la limite A de la quantite·e 
se meuve; et_representon� par 

F' (x) 
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zme .fonction de x deri1Jee 
J 

sui<,Jant une certaine loiJ de la fonction donnee 

F (x). 

Si la quantite 

0=F(x), 
devenant 

varie par degrr!s insensiqLes, les elements de l'accroissement 

01 - 0 = F(x + Ax) - F(x) 

procederont comme il suit : 

F' (x + dx) dx, F' (x + 2 dx) d.-x·, . . .  , F' (x + ndx) dx, ... ;

et l'on aura 

S · 
, · · � , . F'i (a:) A x' · . 

00 
F (x+ ndx)dx-F (x)Ax+ x. 2 

. + .....

DEMONSTRATION. - La generatrice geometrique de l'accroiss.ement 

0 1 - 0 = F ( x + A x) - F (x) 

est la l,imite 

formant l'extremite de la quantite 

E>=F(x). 

Son e'.Xpression analyti.que sera, par cons�quent, fonction de la premiere
des valeurs 

· · 

·x,

_x+dx,

X +dx+ dx,

de la quantite croissante x; et, comme elle doit fournir des elements qui 
3 
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s'ann-ulent avec .1x, il faut qu'elle soit de la forme 

F' (x) dx, 

F' (X) designant une fonction de X derivee de la fonction donnee F (X). 
En consequence, le premier accroissement infiniment petit de la quanti te 

E>=F(x) 

sera ( 12) 

F' (x + dx) rlx (""),

(*) Nous trouvons que le premier accroissement infiniment petit de la quantite 

'El=F(x) 
a pour expression 

F' (x+dx) dx. 

Cependant on le represente ordinairement par la generatrice 

F' (x)dx,. 

ce qui n'est pas indifferent. Car admettons : 
1 °. Qu'on ait reellement

F ( .x + dx) = F ( .r) + F' ( x) d.x , 
ce qui entrainerait 

F' ( .x + dx) dx = F' ( .x) dx + F" ( :r.) d.x' ; 

2°. Que !es deux premieres deri_vees 

F' (x), F"(.x) 

de la fonction F (.x) s'annulenLpour x = a.
Il est evidenl que, a s'accroissant de da, la quantite

F' (a)da= o 
deviendra 

tandis que, a cause de 

la formule ci-dessus donne 

F' ( a + da 2 da � o ;

F' (a) = o, F" (a) = o,

F' (a+ da)da = o. 

D'011 l'on voit que, prenant pour axiome fondamental l'equation 

F(x+dx) = F(x) + F'(x)d.x, 

on se met gratuitement dans l'imp9ssibilite d'arriver a une methode rigoureuse de caleul 
infinitesimal. 
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le second 

etc.; de sorte que !es eleme1lts de e ł - 0 offriront la serie 

F' (x + dx)dx + F'(x + 2dx)dx + ... F' (x + ndx) dx + ...., 

Or, puisqne 
F(x + dx) = F(x) + F'(x + dx)dx,

on aura:, 

F' ( .r. + dx) d.r. = F' ( .x) dx + F" ( .r. + dx) dx' 
= F' ( .r.) d.x + F" (.x) d.x' + F'" (x) dx' + F 1v (:r.) d.1:' + ... ; 

F' ( x + 2 dx) d:c = F' (� + dx) dx + F" ( x + dx) dx' + Fm ( x + dx) dx3 + .... 

Mais 

donc 

F' ( x + dx) dx -.:. F' ( .x·) dx +: F" (.r.) dx' + F111 ( x) dx' + F ,v ( x) d.x' + ... ,
. . 

F" (.x+ dr.)dx'= 
F'" (.r. + dx) dx3 

=

F•v( X+ dx) d.r.'·= 

F" (x) d.r.' + F'" (x)d.r.3 + F•v (.x) dx' + ... , 
F"' ( .r.) tlx3 + F' v ( x) dx' + ... , 

F .. (x)d.r.' + ... , 
. .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ' . . . . , 

F' ( .r. + 2 dx) dx -= }{i ( :1:) dx + 2 F'' ( .x) dx' + 3 F"' ( x) dx' + 4 F" ( x) dx' + .... 

Et l'on trouve ainsi 

F' ( x + 3 d.x) dx = F' ( x) dx + 3 .f" (-x) dx' + 6 F"' ( x) d.x3 + IO F' v ( x) dx' + ... , 
F' ( x + 4 dx) dx = F' ( .r:) dx + 4 F" ( .r) dx' + 10 F'" ( x) d.r.' + 20 F' v ( x) dx' + .. . ;

d'ou l'on conclut 

F' ( x + ndx) dx = F' ( x) d.r. + n F" ( .r) d.r.' + n ( � .: 1) F"' ( x) dx3 + ....

La somme des n premiers tertnes de la serie que nous cons1derons sera 
3.
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donc 

S F'(.x + nd.1:) dx = n F' (x)dx + n (n +i) F''(x)dx'+ n(rt +i) (;+ 2) F"'(.x)dx'+ .. . ;
n l,2 1.2, 

et, lorsqu'on y remplace n par oo ,: et dx par 
li

;, il vient (5)

S , 
, F"(x)lix' F'"(x) lix' 

F ( x + ndx) d.r = F ( x) A x + + 3 
+ · · · · 

C1J 1.2 1.2. 

Donc, etc. 

15. CoROLLAIRE I. - Pour etablir avec 1eurs restes les series ó-dessus,
reprenons l' equation 

F (x + dx) =F (.x) + F' (x + d:r: )dx 1 

On en conclut : 

F' ( x + d.c) dx = F' ( x) dx + F" ( x + dx) dx';
• 

A

F' ( x + 2 dx) d.x = F' ( x +' dx) dx + F" ( x + 2 d:x) clr' 

= F' ( .x ) d.x- + 1· _ F" ( x + dx) dx'
' + F" (x + 2dx) dx';

· l F" ( :r: + 2. dx) dx' F' ( x + 3 dx) dx = F' ( x + d.x) dx +' + F" (x + 3 dx) efa:'
{ F" ( x + d.x) dx' 

= F' ( x) dx + ' + F" ( x + 2 dx) dx' 

_ ł + F" (x + 3d.1:) dx';

etc. On aura donc generalement 

c' est-a-dire 

' F" ( :r: + dx ) dx' 
· - / · \ + F" ( x + 2 d.x) dx' ·

F' ( x + ndx) dx = F' ( :r) dx + 

I 
+ F" ( x -'; 3 d.x) dx' 

\ + F" (x + nd.x) dx'; 

F' ( x + ndrc) dx = F' (x) d.x_ + S. F" (x + ndx) dx'. 
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Or, par la meme raison,.

F," (x + ndx) dx' = F" (.x) d:r.' + s� F'" (x .+.nd.1:) dx', 

F'1' ( x + ud!x) d.x3 = F111 (x) dx' + S. y,v ( .r. + ndx) dx\

f(m-,) (x + ndx) dxm-, = f(m-,) (x) d.xm-, + S f(m) (x + nd,x) dx"' ;.
� n 

et lorsque, dans 

F' (X+ ndx) d:r. = F' (.r. rd:C + S· F" ( X + �d.x) dx', 
' 

tl 

on remplace 

par 

puis 

par 

F" ( x + ndx) dx'

F" ( .i:) rlx' + Sn F'" (x + ndx) dx',

F"' (a:+ ndx) dx3 

S F111 (x) dx3 + F 1v (x + r1dx) dx', 
lt 

etc., on obtient successivement 

F' ( .t, + nd.c) dx = F' ( X ) dx + ·s F" (X) dx' + s- s· , F111 ( o:: + tttlx) d,r.3 ' 

n u " 

F'(x+nrlx)d.i:=F'(x)d.i:+S F"(x)dx'+S S F"' (.x)d.r3 

n n 11 

+ S. S. Sn F•v(x + ndx)dx',

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F' ( x + ndx) dx = F' ( .r) di: + Sn F" ( .r.) d.x' + Sn S 
11 

F'" (X) d.r3 + · · 

+ sm-, f(m-l) (x) dx"'--:- ' + s
m

-l f(m) (x + ndx )dxm . 
i...; • . n . • 

t • 



2'.J } 

Maintenant on a 

Donc 

S n F" (x) d:r.2
= nF'� (r.) dx', 

S ·S F'" (x)d.r-'=·s,nF'" {x)}.r.3 
Il n n 

= n (n+ i) 
F'" (.x)d.r', 

1.2 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

S
m-2 

sm-3 n F(m-1) (X) d:i.·m-1 = 

n 
n F(m-1) ( .C) dxm-1

. . 

n(n+i) ... (n+m-3) ( )( )d - Fm-• X z:
nt-1 

- , . __ .,1,2_. .• (m-2) 
· · ·

( ) , · ) " 1 ) 1l ( n + 1) . . .  (n + m - 3) ( ) ( ) F' x + nd.x dx = F (X dx + li F 1 .x d.x' +. . . ·· F m- 1 x dx"'-' 
1.2 ... (m -2). 

+ s:-
1 

F<mJ (x + ndx) dx':'; 

S 
n(n+1) n(n+1) ... (n+m-2)

ł'' (x +ndx) dx=n F' (.r)dx+ --·-. F"(.x)dx'+..... · f(111-1J(x) d:i:"'-'
k. n l.2 1.2 ... (m-1) 

enfin 

Oli 

Sm 
+ 

0

F(m)(x+nd:c)dx"'; 

S 
F" (x)A.x' F(m·-1) ( x) Axm-•

F' ( x + ndx) dx = F' ( .x ) .i x + + . . . 

00 
· 1.2 1 _2 • (m -IJ 

Sm 
+ F(m) (.r + ridx) dx"' (*),

Sm 

F(m) (x + ndx) d:;;rn 
00 

(*) Potu· plus de siniplicite, nous cjesigńerons toujours pat s; la 1so1n111r s"s::1-1. 



tombe evidemment entre·

et
Sm F(m) (X) dxm = 

F(m) (.r.) !:i. .zim 

L eo 
1.2 . • m 

S,n F(rn) ( A . ) d m _ f(m) (X+ t:i.x) t:i.x"' •. 
X+ u.T X - ------

00 1.2 ••• m 

16. CoROLLAIRE II. - Lo�sque toutes les derivees de la fonction F (x)
sont fin i es ou qu' on les snppose telles, les terrnes infiniment petits de la
serie

F(x + Ax) - F(:r:) = Fi(x + dx)rlx+ F' (x + 2dx) dx + ... ,
ont le caractere analytique des· quantites fini"es·.

Pour s' en assurer, il suffit de fai re
n=1+1+1+ .. ·.,

dans le terme sommatoire

S 
n(n+r) . , · 

F' (x + nd.r.)dx = nF' (x) dx + F" tx) dx'+ ...
n . I. 2 

n(n+r) .. . (n+m-2) 

· · Sm 
. + . . F(m- 1)(.x)dx"'- 1 + ,F(m)(x+rldx)d.xm,

1 . 2 •.. (.m -1) n 
et d' ecrire le resultat comme il" suit :

F"(x) . , S F'(x+ndx)dx=F1(x)(d.x+dx+ .. )+�-(dx+dx+ ... ) + ...
co 

I. 2 

. Fim-1) -
Sm 

. 

+ (dx+dx+ ... )••- 1 + F{m) (x+ndx)dx'" ;
1.2 ... (m-1) 

et>· . 

ce qui fait voir que la serie
F ( .x· + A x) - F ( x) = Fi'( x + dx) dx + F' ( x + 2 d:x:) d� + ...

ne contient que des quantites finies et la sui te irred1.1ctible ( &)
dx + dx + dx + ... = !ix.

Donc, pour constater les proprietes qu'offre, dans sa partie variable, la
quantite

0=F(x),



on se servira de la serie 

, ( ) 
n (n+ 1) . .. r n+ m -3) · 

�F .x+ndx �x=F'(.x)dx+nF"(.x)dx2 +... ' F(m-1)(x)d.xm-1 
1.2 ... (m-2) 

' 
m-t 

+S F(m)(.x+ndx)dx"',
. n ·. 

qui definit le nieme element de e. - 0; et i! sera facile d' en fa�re usage, 
parce que , pour toute valeur fini.e de n,. chacun de ses termes est plus 
grand que la somme de ceux qui le suivent. En effet, comme 

. . 

S . ...,.
m
-,F(rnr (x + ndx)dxm

.i. n 

to'lnbe entre 

et 

,n-t • . . . 

S F(m) (x)d:f:m = n(n +_
1) ... (n + m - 2) F(rn) (x) dxrn

n . I .,2 ••• ( m - I) 

Sm-,F(rn)( A )d �-n(n+1) ... (n + m-'2) F(m)
(

. A )dm 
" 

x+u x X -
1.2 ••• (m-i) . x+ux x , 

on peut poser 

S,,._,F(rn)( d )d ;n_ n(n+1) ... (n+m-2) F (m) ( eA )d Tń X + n X X - . . 
. ( ) 

X + I..\X. X , 
1.2 ... m.-1 · . 

n . . . . 

. , 

fJ designant un nombre compris entre o et 1; et des lors la relation 

est manifeste. En multipliant maintena,nt par 

n(n +1) .. . (n+ m - 3) dxm-•.
1.2 ... (m - 2) 

}es deux membres de cette inegahte, on obtient 

Il (n +1) .. . (n+m-3) F(m-•) (.x) d.xm-• > n ( n +1). •. (,z+m-2) F(m) (.x + ()t,.x) d�m,
1.2 ... (m-2) 1.2 •.. (m-1) . . 

ou, ce qui est la meme chose, 
· 

· 
m-1 

'. n (n +1), .. (n+ m - 3) F("':-') (.x)d;m-• > s. F(m) (.x + ndx) d.xm.
1.2 ... (m-2) n 



, 17. CoROLLAIRE III. - Dans ce qui precede, nous avons defini analyti-
' quement la generation de l' accroissement 

0 1 - E> = F(x + Llx) - F(x).

Considerons maintenant les etats successifs 

F(x), F(x + d�), F(x + 2dx), ... ,

par lesquels passe la quantite 

0=F(x), 

quand, en variant par degres insensibles, elle devient 

0 1 = F(x + Ll.x·).

Il est d'abord evident qu'on aura 

F(x + ndx) = F(x)_+s F'(x + ndx)dx,
n .. 

c' est-a-dire 
' · n(n+1) .•. (n+m-2) ( l( ) F(x+ndx)=F(.x)+nF'(x)dx+... 1. 2 .•• (m�i) 

F "'- 1 

.
'x d.x'"- 1 

+ s
m

,p(m)(.x+ndx)d.xm, 
n 

ce qui donne 

F(.x) = F(x),

F(.z- + dx)= F (.x) + F: (.x) dv + .. , F(m-•) (.x)d.xm-, + F(m) (.x + d.x) dx'"; 

F(x+ 2d.x)= F(x) + 2F' (x)dx+ ... mF(m-t) (.x)dxm-, +S
m 

F(m) (.x +JZd..c )d:e•, 
' # 

. . m(m + 1) 

Sm F(.x+3d.x)=F(x)+3F'(x)dx+.,. F(m-•J(x)dxm-•+ , F(m)(x+nd.x)d.x"',
r. 2 , I,. 3 

• • • • • • • • • , , • • • • • • • • • • , • • • • • • ' , • • • • • • • • • • • • • • • • • , , • • • a • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

p(m-1) (x) Axm-, 
S

m 
F:(x+tlx).

=F(x)+F'(x)Ax+ ... I.2 ... ).(in-'--I) + 
00 

F("')(x+nd.x)dx"',

lorsqll'on y fait successivement 

n=,o, n=t, n=2, ... , n=oo. 
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Or, au moyen 1e l'equation fondamentale (14) 

F ( x + dx) = F ( x) + F' ( x + d.x ) dx, 

on etablit les suivantes : 

F (x + dx) - F (•x) � F'(x +dx)d.x, 
F ('x + 2 dx) - F ( x + dx) = F' ( x + 2 dx) dx, 
F(x + 3dx) - F (x + uh:) = F' (x + 3dx) dx, 

' 

F' ( x + 2 dx) dx - F' ( x + dx) dx = F" ( x + 2<lx) dx', 
F' ( x + 3 dx) d.x ·- F' ( x + 2 dx) dx = F" ( x + 3 dx) dx', 
F' ( x + 4 dx) dx - F' ( x + 3 dx) dx = F" ( x + 4 dx) d.x', 

• ' • • ' I  o • • • • ' • • • • •  I • • • • '  o o •  o o • • • • • • • •  .-1 , • • • • • o ' • • •  

F(m-1) (x + mdx) dx'1-1 - F(m-•) [x + (m - 1)dx]dxm-, = F(ml (x + md.x) dx"', 
F<m-•) [x + (m + 1) dx] dxm- 1 _: F(m-1) (x + mdx) dx"1-1 = F(m) ( x + (m + 1) dx] dx"', 
• , • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • '

1 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . .  . 

- Les seconds memhres de ces equations, sont les differences premieres) 

sec__ondes J •• :. ; miemes des valeurs

F (x), F(� + d.�), � (x + ulx), ... ;

et lorsque, an-dessous de r.hacune file ces valeurs, on place les differences 
de divers ordres qu'elle coutient, il en resnlte le tableau suivant: 

F(x), 

. ' 

F (x+ dx), 
F' ( x + dx) dx, 

F (x+ 2dx), 
F'(x+ 2dx)dx, 
F" (x +,2dx) dx\ 

ou l'on voit lęs positiÓns qn'occ.npent dans 
- ' 

ł' (x+3dx), ... , 
F' (.x+ 3dx)dx, ... , 
F" (:x + 3dx) dx';' .. ·, 
F"' (.x + 3d.x) d.x3, ... , 

..... , 

les quantites geometriques infiniment petites qui repondent a ces diffe� 
rences.· 
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En ce qui concerne les expressions 

F'(x)dx, F"(x)�x2
, F"'(x)dx3 , ... , 

elles s' offrent tantot com me multiplicateurs des termes dans les differents 
developpemenfs qui expriment les elements de 

0 1 - 0 = F (x + .1.x) .:.....__F (x), 

tańtot comme ge:i;ieratrices de divers ordre� inherentes a la quantite 

En _effet, puisque 

0, = F(x). 

F' (x) dx, F" (x) dx2

representent les limites formant les extremite� �espectives des quantites 

F (x), F' (x)dx, 

il est clair que la generatrice F" ( x) dx2 se trouve, aussi bien que celle 
F' ( �) dx, a I' extremite de 

e = F(,x); 

et ainsi des autres. 
Enfin, si l' on· designe par la nó ation 

la somme de toutes l�s va'leurs que prend successivement la quantite 

deve_nant 

leur moyenne sera 

E>=F(x), 

S F(x+ndx)
..() 

00 • 
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et comme 

S 
. · ' n (il+ 1) , .. F ( .x + ndx) => ( � + 1) F ( .x) + F ( .x) d.x + ...

oL n r .2 

F ( x + ndx) = F ( x) + ·- · · + . , . + 

, 
oo S 

· 
[ 

F' (x) Ax F(m-•) (x) Ax•- 1 

J o co , . 1.2 1.2 .•• m 

c,m+• . ·

+ l� F(m ) ( X + nda;) d.x"', 

on trouve 
. uco ' . 

oS<X>
F(.x+.ndx) F'(.x)Ax F(m-•)(x)A.x•-•

------ = F ( :r.) + . + ... + --'-' --'--'---
oo 1.2 . 1.2 .•• m 

F(m) ( x.+ nd:r.) ,
·sm+r 

+ co d:r.'". 

'18. ScóLIE. - Les resultats-que donnent les operations 

S F' (x + ndx) dx,.
co 

·S F' (:,;- + ndx) 
O IX> A ux, 

Cl) 

sont identiques .. 
Dąnc, lisomn;ie des elements que fonrnit la gef!_eratrice 

F' (x) dx, 

dans bntervalle A x, est equi valente au produit de ce meme intervallB par 
la moyenne des valeurs que prend, danś son etendue, _ la derivee

F' (x). 

APPLICATIONS. 

ł9. Soit AM (fig. i) une ligne courbe rapportee aux axes AX, AY. 
Quand on suppose que l'abscisse AP, en croissant, d·evienne AP', l'ordon· 

. . 
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nee PM, enerainee par Ie mouvement du point P, passe dans la position 
P' M'; et des lors 

Fig. I, . 

yllil'. 

M 
Q· 

8 

A I' P' X 

,.
0

• La limite P de l'ahscisse AP est la generatrice d_e
s�n accroissement PP'; 

. 2° ; La limite M de l'ordounee PM est la generatrice de 
son accroissement. QM'; 

3° . La Iim:ite M de l'arc AM est la generatri.ce· de son 
accroissement MM'; 

4° . Enfin la lim i te PM de la snrface piane :A PM est fa ge'neratrice de son 
accroissement PMM'P'. , 

Si. l'on corn;;oit maintenant que fe solide' de· revolution LAM (jig. 2)
Fig. 2' s'accroisse de LMM'L', la tranche LMM' L' sera eo­

gendree par le cercle LM; · tandis q,u� sa surface 
courbe. LMM' L' aura pour geńe�atrice la circon­
ference LM. 

20. Repreąentons par

1' equation de la courbe AM (fig. 1). 
Dans ses positions successives, l'-ordonne�· PM prendra !es valeurs· 

F,(x), f (x + dx), Ftx· + 2 dx),d., 

et par consequent, pou-r co1,1stater ce que �evie,nt la courbe AM dans le voi'­
sinage du poi.nt M qui repond a l'abscisse AP= x, il suffira de considerer 
la .serie 

F (x) + Fr(x)
°
rlx + F"(x') d:x:2 + ... + F(m-łj (x) d;xm- 1·+ F(mJ (x + dx) dxm,

. ' 
. . 

qui definit I' ordonnee 
F ( .x<+ - dx).

2ł � En generał, si AP= x est l'abscisse du po;nt. M commun aux deux 
lignes 

AM,.. BM', 
ayant pour equations 

y F(x), y=f(:r),.

(' 



, et si de plus on a

( 3o ) 

F' (x) =f'(x), 
F"(x) =f"(x), 

le contact de ces lignes sera de l'ordre k. Et il ne s'etendra pas au dela du 
point M; car, a cause de 

. F(il+1) (x) �ph+1) (x),

les ordonnees. 

F(x + dx) = F(x) + F'(x) dx + ... F(ł) (x)d.x'< + F(k+•) (x)dxk+•+. 

+ F(m-•) (x)dxm-, + F(m) (x + d:c-)d.xm,

· f(.x + dx) =f(x) +f' (x)dx + .. . f(k) (x)dx*+/(k+1) (x)dxk+ • +:
; . 

. +f(m-l) (x)dxm- 1 +f(m) (x + dx)dxm,. 

qui succedent immediatement a celles 

serónt deja inegales. 

F( x), · f( x),

§ Il. - GENERATION INVERSE DES QUANTITES CONTINUES.

22. LEMME. - Pour exprimer que la quantite x diminue ,de Llx,
nous ne possedons pas de moyen autre'que celui de changer A.x en -'- �x

dans 

de sorte que les expressions 
x+Ax; 

x, 

·x-dx,
x-dx�dx,
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representent les valeurs que prend successivement fa quautite 

() = x, 

quarid, en Mcroissant uniformernent et par degres insenśibles, elle deviei1t 

1.() =,X - !:ix. 

I 

Nous allons iriaintenant ętablir les consequences qui resultent de cette 
notation. 

'THEOREME L 

25. Lorsque la limite A se meut vers l'origine de

0 = F(x), 

cette quantite decroft par suite de l',accroissement qu;acquiert en ce mo­
ment la portion adjacente 1u lieu dans lequel s'operent ses variations con­
tinues; et le resultat analytique de la generation qu' �ffectue de cetle ma� 
niere la Limite A est de la fonne 

S
1 , _ 1 ; · F"(x).<1x' ,.:_F(m- 1 )(,x)Ax"'- 1 

F ( x - n d,x) dx - F ( x I � x - . + ... + ( )00 
. 1.2 I.?. . .  m-1 

m' 

. -+ S łf(m) ( ,X - n dx) da.:'" ..
00 

DEMONSTHATION. - Considerons les deux intervalles 

F(x), F(x + mtJ.x)- F(it'), 

de la qbantite nn_ique-

E>
m

......: F(x + mdx). 



Quand la limite qui les separe· se meut vers l' origine de 8
m

, ses positions 
-successives repondent aux valeurs 

x-«x,

x-dx-dx,

X -,- llX, 

de la,quantite decroissante x; et.il est evident qu'elles forment les accrois­
sements 

de l'intervalle 

F'(x - qx)dx, 

F'(.r - 2dx)dx, 

. F'(x-.llx)dx, ..--

F (x+ mllx) - F(x), 

qui deterr:ninent les decroissements 

-:- :F' ( x -dx) dx ,_ 
- F' (x - 2dx) dx,

-F' (x -:- Il x )'dx

de l'intervalle 
F (x). 

Or, la quantita isolee 
E>=F.(x) 

d�croit de Ja meme maniere; car, changeant dx en' - dx, l'equation 

devient 

Et, ·si dans 

.F ( x + dx) = F (,.r) + f' ( x + dx) dx 

F (x ..:.. dx) _· - ·F ( x) - F' ( .r - dx) dx. 

F (x+mllx) - F(x) 
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on remplace m par le nombre indetermine n, ce qui n'altere pas les accroisQ 
sements ci-dessus, 

F(x+·niix) - F(:t>)

sera un intęrvalle. indefini, ou,. ce qui est. la meme chose, une. portion du 
lieu dans lequel varie 0. Donc le-decroissement 

de la qną.ntite 
S00 

F' (.x ._ ndx) dx

0 = F(x), 

resulte de l'accroissement 

s'° F'(x- ndx) dx

de la pOrtion adjacente de son lieu; et puisque 

F' (.x-ndx)d.x�F' (.x) dx-n F"(.r) dx' + .• ·+ n (n +i).·· (n+ m - 3) F;m....:,J (x )d.xm-•
. . I .2 • .  (,n,- 2) 

+s:-, F(mJ(x-nd.x)d.x"',

il s'ensuit 

S F' (.x - nd.x) dx = n F' (x) dx- �(n+ i) F"(x) d.x'+ ...
n . · 1.2 

n(n+1) .•. (n+m-2) 
Sm 

· . 
+

. 
, FCm- 1 l(x)d.xm- 1 + . FCm>(x-ndx)dx•, 

. .  1.2 ... (m-1) L n  

S 
· F"(x)Ax' F'(.x-11dx)dx=F'(x)A.x---· -· + ...

00 
I. 2 

Donc, etc. 

F(m-i) (.x) A.xm-• 
S

m 
+ ) 

± F,m ) (x - nd.x) dtc"' . 
1.2 ... (m-1,. 00 · \ 1 • 

24. SCOLIE. - Com me en generał le mouvement d'une limite, considere
par rapport a son effet, est ce qu'on appelle generati,.m, on pourrait bien de 
cette definition deduire le theoreme qui precede. 

Mais, en procedant ainsi, on erigerait en hypotlzesefondamentale la deli­
nition ci-dessus , et notre analyse cesserait d'e�re une appl.ication pure et
simple du calcu} abstrait. Pour r1u'elle conserve ce caractere, il faut que ses 

5 
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principes gene,rau:ic derivent uniquement de la marche des valeurs 

x, 

x+_dx, 

x+dx+dx, 

de la variable x, qui sont, po'nr ainsi dire, les nombres naturels de la con-· 
tinuite .. 

25. DEFINITION. Nous nomm'erons inverse tonte generation ·dans la-
quelle la limJ.te generatrice se meut vers l'origine de la quantite que repre­
sente la variable·independante. 

26." COROLLAIRE I. --;-. Quand la limite qui forme l'origine de la quantite 

F (x + m6.:x) -f (x + 6.x) 

se nieut vers l' origine de �, il e� resulte la generation in verse de l' accrois­
sement 

' . 

F ( x + m:A,x) - F ( x) - [ F ( x + mA .x) - F ( x + A x )l = F ( x + Ax) - F ( .x). 

Les elements de la quantite 

F (x + A .x) - F ( x) 

offrent alors la serie 

· F' (.x + A.x- d.x) dx + F' (x-+ Ax - 2dx) dx + ... F''(x + Ax - ndx)dx + ... 
. . . . . . 

dont le terme g�neral 

Ff (x + Ax -nd.x)dx= F' (x+ Ax) dx - n.F" (:x + Ax) dx' + ... 
n(n+i).:.rn+m-3)

..,.-; 

sm-, 
· . . -

+, \ · r(m- 1) (x + Ax) dx"'- 1 + _ F(m), (x + A.x - ndx) dx'" 

· 1.2 ... (m-2) ' n 

donne 

S 
- - · n(n+1) F' ( x + !.1: - nd,.,r:) da:= n F' ( x + A :X) dx - F" (a:'+ -Ax) dx' + ...· . n I.2 _ 

n ( n - l) ·. ( n + m - 2) ' · ' s,;· 
+ · F(m-,J(x+Ax)dxm-•+ · f(m)(x+Ax-nd.x)d.x"' 1.2 ... (m-1) n . 
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et finalement 

S 
4.x2 F' (x + .ó.x-ndx)dx = F' (x + .ó.x) t.x:_ F" (x+ A.x)- +• .. -.

CX) ._ 1.2 

- 6..xm-· Sm +F(m-<)(x+6.x) + F(m)(x+.ó.x-ndx)dxm.
I .2 .•• (m-1) - 00 

27. GOROLLAIRE II. - Decomposons la quantite
8 1 -8 __ F(x7"�x)-F(x)

en ses deux intervalles 
F ( X + 4

2
x ) - F (X) , F(x+ 6.x) -F (x '+ 4

2
x)·

En supposant la generation inverse dans le premier, et directe dans le 
second, on aura 

F ( 6.:r:) F( )- s F' ( , 6..x ndx) dx
x+- - x - x+--- -, 

_ 2 00 2 2 '.8 

( . - 6.x) s ( 6.x ndx) dx
F.(x+�x)-F x+- = F' x+-+·- �, 

• 2 00 2 2 2 

et, ajoutant, 
. s· ( 6.x ndxj d:r. s ( 6..x . ndx) dx F(x+6.x)-F(x)= FI x+--'--1 - + F' x+-+--- -; 

· 2 2 2 2 2· 2 
00 . . � 

pms, comrne 
-

-

F" ..x+-. (· 6.x) 
..

s F' (x 
+ 6.x

-:-

ndx) d.x = F' (x + 4.x) Ax _______ 2_ 6.:' + ... ,
00 2 2 2 .2 2 _ , -I • 2 . 2 

F'' x+-. . ( . 6.x) 
.

s F' ( x + 6.x + ndx) dx = F' (; + �)�Ax + 2 6.�' -1- ••• , 
00 2 2 2 1 2 2 1.2 2 

on conclnt .. 

. F"' (x + 6.
2:r:) 6.x' F(x+Ax)-F(x)=F'(x+ 4

2

x) 6.x+ 3 -
2

, + ... ,
I. 2. 

FC,m-•J .( __ x + 4
2
.x) \ 6, a;,m-1 s:lm+1 (' 6, X ndx� dx2m+I +----�---�-+ · F(2m+<) x+ ,_,_ -�t ____1.2 ... (2m-1) 22m-l . 

X 
2 2 22m+I 

S
2m+ 1 ( . 6._x ndx) dx2m+< + F(2m+1) x-+-+- -�,

• CX) i' 2� 2 2�+1 

5.
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et l'on obtient ainsi une troisieme formule qui donne, en serie unique, la 
valeur de la quantite, 

F(x + dX) - F(x).· 

On peut no�fuer_mixte la generation qu'exprime cette formule.

THEOREME 11. 

28. Quand on suppose'·que la·diflerence

·dx,

en decroissant � se reduise a s.on dernier element 

la quantite 

redevient 

tandis que celle 

' 

.

dx, 

0 1 = F(x + dx) 

e . F' (x); 

0 1 - 0 = F (x + dx) - F (x) 

sepa-ree de e, fournit la generatrice 

. F' (x)dx. 

DEMO.NSTRATION. - Observons: 
· I 

O
• Que le dernier e)eIIJent de la quantite decroissante 

determine la derniere position' qu'.occupe� dans son mouvement inverse, la 
limite ). ; 

· 2° . Qu'en vertu d'un tel mouvement (25), la limite )., dans sa der� 
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nie re p,osition, prend la valeur ( 26) 

F' ( x + lxx - oo dx) dx = F' ( x) dx ;

3° . Que, dans l'hypothese ci-dessus, nous considerons cette position 
de A, en faisant abstraction de celles qui l'ont precedee. 

Or, lorsque la generatrice ,). , ayant acćompli son mouvement inverse, 
forme l'extremite de 0, sa derniere valeur 

F' (x) dx 

rentre dans celle 
F(x) 

de cette quanti te ( ł 7) ;,et, par sui te, 

0 1 • F(x4 ax) 

redevient 
· 0 = F(x). 

Maisquand 
0.-0· 

est separee de 0, la generatice A, parvenue a l'origine de 0, - 0, conserve 
sa derniere valeur isolee 

F'(x)dx. 

Donc, dans ce cas 
I 

la quantite 

0 1 - 0 = F ( x + a.x) - F ( x) 

se reduit a sa generatrice 

F'(x)dx. 

Donc, etc. 

29. ScoLIE I. - Eh ch'angeant. de notatidn, nous ponvons affirmer que
les quantites 

· · 

F ( X + ii .1'.' )� F ( X + A X) ...:... , F (X) 



deviennent
F (x), F' (x) ó.x,

r;J;) 

I A d' , 'd , ' Ó.X orsque u x en ecr01ssant se re mt a -·
, . ·r;J;) 

Cela pose, ecrivons .
. 

. ' ' F" (z) ó. x' F (x+ 6.xj = F(x) + F' (x) 6.x + + ... ,
. 1.2 

. . 

_ 1 
F"(x}ó.x'· F{x + Ax) - .F (x) - F (x)A.r + 

1.2 
+ ....

Quand . on remplace 6. x par � et qu'·�n ęfface dans les deux ser�s les
termei qu'annule le symbole d!J , il reste

F(� + :;) =F(x),
( ó.x) . ) )ó.x F X + - - F lX = F' ( X -·

CJ:i. 00 

A.insi, le calcul abstrait confirme pleiF;tement les conclusions du theoreme
qui precede. ' ' 

Or, i::e _the9reme·a ete fonde dir.ectement sur ceux I, II�(§ I) et .J (§ II),
c'est-a.:dire� sur les significations geometriques des elements

dx, d._;x:, . iJx·, . . .  ,

F' (x + dx) dx, F' (x + 2 dx) dx, ... ,

F' (x + 6.x - dx) 'dx, F' (x + Ax - 2dx)dx:, .. ;
et sans egard a la valeur abstraite' _de dx . . Donc l'identite des resultats que
donne ici l'infini oo , verifie en meme temps les theoremes I, U (§'I) et
1(§11).

50. SCOLIE II. - Les equations .

( Ó.X) _F $-l:-
00 

. F(x),'

( Ó.X) Ó.
X 

F .X + 00 . - F ( x) = F' ( x) 00 ,
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n'entrainent pas les suivantes :
/· 

F ( x + �} - F (x) = o,
( Ax) · · Ax F �. + 9:> = F ( q:) + F' ( x) � ;

car, en generał, Iorsque les reduotions ne sont effecfuees que daris un s�ul
membre d'une equation contenant. l'infini oo , aucune transpositic;m de
tęrmes ne peut avoir lieu.

51.. COROLLAIRE.·- En rlrpprcrchant de ce qui a ete etabli precedemment
le theoreme ci-dessus, et @bservą_nt qu'une quantite gęometrique telle que

ne saurait contenir des caS' ·autres qiie ceux- que nous venons de conside"-·
rer, on peut dire que la regle

est applicable a tout resuhat analytiqu� q!}e' fournit, par-son mom:ement
accomplt, une limite qui diange de position. 

tHEOREME IU. 

32. Soit
Q' = f(�-r:) Lix + p iix2 -f" Qflx3

' + .. •'

une qurmtite geometriqu.e differente de 

0 1 - 0 = F(x + iix) - F(x),
mais· tellement liee a cette demie re� que � lorsque la diflerence 6,,x' en de•

croissant� se r�duii a son dern/er element dx, les deux quantites 

n, 0r- 0 

et leurs significations respectives se confonrlent dans la limite L 
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Alors, faźsant 
F' (x) dx= f(x) dx,

on determinera, au moyen de la quantite 

'il=/(x)Ax+PAx2 + ...

l'expr:ession analytźque de la .generatrice A .• 

DEMONSTRATJON. - Lorsque les quantites 

il = f ( x) A x + PA x2 + Q A x3 + .. , , 
. 11:c' F"(x)l1.:c' 01 -0=F'(x)Ax+F"(x)-+ 

3 
+ ...

I.2 1.2. 

et leurs significations respectives se confondent dans la limite generatrice )., 
quand on suppose que Ax, en decroissant, se reduise a son dernier element 

il en resulte 

11:c dx=-,
Cl) 

FI ( ) 11 x F" ( x) · 11.x'
_ j'( ) '::: p /1 .x' 

· 
X + ,+ ... - X + + ....
• Cl:) J',2 et:) et:) .· et:), 

Dans cette hypothese, la limite A passe de l'extremite a l'origine de 
0·1 - 0 (28); et Ja quantite Q varie par suite de ce mouvement accom­
pli de la limite A. Donc, la regle 

est applicable al)x deux membres de l'equation ci-dessus; et, �n operant 
Jes red uctions, .on obtient 

I /).,X f. /).,X F(x)
00

= (x)CJ:>,.

on, ce qui revient au meme, 

F' (x) dx = f(x) dx. 

Donc, etc. 
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A PP LICA TIONS .. 

55. Conformement au theoreme III, on obtient la generatrice cherchee
au moyen de la quantite 

il =f(x)Ax + P Ax� + ... ,. 

en prenant le premier terme de l'expression developpee de celle-ci et chan-
geant A x en dx.

Le theoreme lI nous niet a meme de simplifier cette methode. En effet, la 
quantite auxiliaire Q sera genera.Jement. fonction des quantites geometri-

ques teiles que 
Ax, rp (x + Ax), 

et oomme, dans l'hypothes·e Ax ==: dx, ces dernieres devietment respecti­
vement 

dx, rp (X), rp' (x) dx,

la substitution immediate de. ces resultats·dispense du calcul auquel donne 
lieu l' operatioń du .developpement. 

La determination de la quantite 
n 

peut se faire 'a l'aide de differentes considerations. Nous etablirons d'abord 
que l'arc se confond analytiquement. avec sa corde au moment ou ses deux 
extremites co'incident; et ensuite nous formerons toujours la quantite n,

en snbstituant dans la proposee les cordes aux arcs, q-ni s'y reduisent a leurs
derniers elements lorsqu'o�1 supposi Ax = dx. . \ 

. 

I. 
Soit clone AM (fię; 3) une courbe plane definie par .l'equation

j = rp (.r) 
entre coordonnees rectangulaires.

Fig. 3. · 
Qu�nd l'a;croissementPP'= Ax de l'abscisse AP= x, 

1
lc[M' en decroissant1 Se reduit a SOn dernier element d:X: Silne 

M au point p, fordonnee 

P'iW= p(x + Ax) 
A P P' X 



coincide avec celle 

PM= rp (x); 

et, au point M, l'arc MM' se confond avec sa corde 

Or l'arc MM' est le chemin parcouru par le point generateur M. � 
La corde MM' est le plus COllft chemiu du point M' a celni M. 
Donc, pnisqn'au point M ces deux chemins n'en forment plus qn'un S'eul, 

qu'exprime le dernier element de-l'arc Jecroissant M'M, il fant qu� la corde 
MM' fournisse, pour t::.x = dx, l'expression du point generateur M. On aura 
donc ici 

et changeant 

respectivement en 

on obtient 

Fig. f 
.lrI_' . · �1· 

I 
' . 

A P P' .. X 

llx, ·qi(x+A.r)-q,(x)

dx·, ep' (;x:) dx, 

point gen. M =VI+ q,'2 (a:) d.x:.

'Ti.· 

'Quand. 011 remplace, dans l'accroissement PMM'P' 
(fig. 4) de la surface piane APM, l'arc MM' par sa corde, 
on obtient le trapeze rectiligne PMM' P� pour la deter­
mina.tion de la generatrice PM. Donc, si 

y = p(x) 

est l'equation dela courbeAMrappo:tee au,;c axesAY, AX, fotman
_
t-l'angle Cl.,

on aura 

.Q = 2 [ ep (X) + ep ( X + /;:;.X)] dX sin (f.; 
2 

g�n.· PM= ep (x) d.x: sina. 
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III. 

Lorsque le solide de. revolution LAM (fig. 5) s'accrolt de la tranche
LMM'L', tous les points de la circonfereqce LM decrivent des arcs <lont 
l'ensemble forme la stirface courbe LM'.\'l'L'; etquand, a tuus ces arcs, on 
substitue leurs cordes, il en resulte le cone tronque 

!l=tMM'L'.
Fig. 5. De sorte que pour etaplir les expressions respectives 

dn cercle generateur LM de la tranche LMM' L', et; 
· de la circonference gen�ratrice LM de, la surfaee
coµrbe LMM'L', il suffit d'obs�rver que, si

�p =x,' PM . p (x), 

sunt les coordonnees du point M, .le volume du cone tronque U sera 

1r [ qi 2 (x) + p2 (.x + Lix) . ..+- p($) p (:r + Lix )] \x

,

et sa surface couvexe

n[p(x) + qi(x + Lix)] V Lix2 + [ąi(x +'ax)- rp(x)];
' . 

ce qui donne sµr.-le-champ . 

cercle gen. LM= np2 ( x) dx, 
circonf. gen. LM -:- 21.re (�) VI+, (p'� ( x) dx. 

On voit, par ces exemples , que la. substitution immediate �ene plus 
promptement au but que le developpement en serie q�i resulte unique-
ment du theoreme III. 

„34. Representons maintenant gen,er-aleme,ntt par
j(x)dx 

\a generatrice trouvee: 
La notation 

!_J(x +dx)d�

·"·

6.
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· conviendra a tonte quantite qui s'accroit de la differe11ce infiniment petite

� f(x + da:) clx,

lorsque x devient .x· + dx.

Soient : 
x0 , l'origine du lieu,
X - Xo, son etendue indefinie ; 

. et faisons 

La somme 

S /[ . ( _ )·]I )·-/( )( ). /'(x0)(x-.r.o)' 
· 

<n Xo + n X . Xo 
I t X - x. , -:-- .x. X.- x, + I • 2 + , · ,

f(m-2) (x) (.r. X )m-• s· m ' +-- 0 
(
,- ) . + f(m-•J[x.+ n(x-x0) i](x-x0);1.2 ... m-1 00 

· s'accroitra de
f(x + dx)dx 

. dans l'hypothese ci-dessus. Et pour qu'il n'y ait' aucun doute possible a ce 
sujet, nol!s le constaterons a posteriori:

' En observ�nt qu'en vertu de la formule 

(14) F(x + dx) - F(.r) = F'(x) dx+ F"(x)d.x·2+ .... ,

on a generalement 

. [ ( X - Xo) -f- d.x ]m -( X - .x0 Jm = m (.x - X0 )"'-' dx + m ( ,n -: I) ( :r. - Xo )111�2 dx' -f-.. , ,

911 obtier)t d'abor� 

d S /[x0 + n{_.z: -x0);] (x -x0); =
00 

[ 
2 3 . 

] 
da: f(a:0 ) + -f'(xo) (x-x0 ) +--3f''t.x,) (.x -:X0 )'+ .. :1.2 1.2. 

[2,1 '( ) 3.2 /"( )( ) 4,3 /"'( )( )' J+ dx' -f Xo + --3 Xo ;r: - Xo + . 3 4 .x, X - .r.o .+ ... 1.2 1.2. 1.2,. , · ·. 
[3,2,[f. "( ') 4.3,2 Ili/( ') I 

) 5,4,3 /"( )( 
)' J + dx' -- a:0 + 3 4

X0 l·x-.x,, + 3 4 5 x, ,r.-x, + ... 1.2.3 1.2. . 1.2. . . 
+ ...... ·············.··· ......... ······ ··-··· ........... ········ .. , 
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d S 

0

/[.xo+ n(.x -.'l'.'o);] (.x -. .xo)i . f(.x) d� + f' (x )d.x'. + f" (.x) d.x'+ ...
=f(.x + d:r:)dx. 

En consequence,_ nous pouvoi1s poser 

car les fonctions qui fournissent des differences �dentiques pour un meme accroissement de la variable independante, ne peuvent differer que par des quantites cónstantes. La notation · 
I f(x - dx)dx 

designe les quantites qui s'accroissent de 
j(x - d:x:) dx, lorsque X decroit. · On les exprimera par la generation inverse. Alors x0 etant l'origine du lieu, son etendue indefin.ie sera 

X6 - :c,et le lieu lui-meme 
S · 

' .fl (a0 )(.x0-.x)" · JT.x0-n(x,-x);](.x0-.x);=f(.x0 ) (x0-. .x)- + .... 
co , 

' . 
I .·2 

Cette somme donne 
J(m-2)(.x )(.x -.x)"'-f' 

S
m + o o + J(m-,)[.r,-n(.x.-.x)i](x.-xr. 

1-.2 ... (m-1) "" , . ' 

. ds f[.x.-n(.x.-x)i](a.·,-x);==
� 

d.x [f(.x0 )-3:_f'( x0 ) (.x0 - x) � �3/" (:r:0 ) (.x0 - .x)'-.. ,j• 1.2 1.2. 
[2.I/'( ) 3.2 4.3 · . 'J -d.x' - .x0 

---3/11 (.x0)'(.x0-x)+ · 3 4J111 (x0 )(x0 -x)'-... 1.2 1.2. 1.2 .. 
d._, [3.2. I/"( ) 4.3.2 -

1
.,nt, ) 5.4.3 • 

J+ .,,- 1.2.3 .Xo - I .2.3.4 \Xo (.ro-,- .x)+ 1:,2,3.4.5/"(x.)tx.-.x)'
-:-

... 
+· . . . . . . . . . . .  · . 
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ce qui se rednit a

d S f[.x.-n.(.x0- x);] (.:r.0- x_);=f(.x)d.'l:-f'(x)dx2 + f"(.x)d.7:.'- ....
00 

=f(.x-d.x)dx. 

On aura clone bien 

!if( .x - d.x) ri.r. = C + S f [ .Xo - n ( ,r.0- ,r. ),- ] (.x0 - .x ),-. 
co 

Mais, lorsqu'il ne s'agit que d'etablir l'expression de la quantite continue 
que fournit, P-ntre les deux Jimites, fixes 

X=b, 

la generatrice 

f(x)dx, 

on peut evidemment se servir de J'une ou de l'autre de ces deux formules. 
Le choix est determine par la nature du cas qui s'offre. 

On peut aussi faire usage de la sujvante : 

S 
f [x,+ .x, - n(.x2-.x,);] (.x2 -x,); + s f [.x,+ .x, + n(.x,- .x,);] (.x,-:-x,);

00 2 2 � co . 2 2 

. f" (x,+ .x,)
-f (.x,+ .x,) ( .) · 2 

(
.x,-.x

,)
3 

- --- .X2-.x, +
3 

+ ...
2 1,2, 22 

f (2m-2) (.x,+.x,) . ·
+ 

2 (.x, -.x, )•m-,
+ s•m+J f('m) [.x, + .x, - n (.x, - .x, );] ( .x., - x, )'"'+'

1.2 ..• (2m-1) 22111
-

2 
co 2 22 '"+ 1 

+ s•m+t f(>m) [X2+.X1+n(.X2-,1:1)i] (.x, ·z,)2m+I ,
co 2 2•m+1 

. que donne la generation mixte; et ou l' on ·suppose deux lieux geometriques 
ayant une origine commune Xp , et dans lesquels x 1 et x2 varient de telle 
sorte qn' on a toujours 

ce qui entraine 

.X2 + .x, 
.!;_p == --2-· -· 

�i b > a, <;>n Jeną, dans_lq premięre de ces formul_ęs, 

x0 � a, X. -:-- b, . . . . . . 
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Oa'l1S fa seconde 

X0 = l, x=a, 

et dans la troisieme 

Tels soiit les resultats immediats· les plus simples auxquels conduit une 
generatrice donnee. On en remontera a l'application des fonctions primi­
tives par les considerations employees habituellement. 

SCOLIE GENERAL. 

55. Le calcul a l'aide duquel nous sommes parvenu a definir la con­
tinuite geometriqne est evidemment applicable aux fonctions abstraites ou 
empiriques quelconques. 

Car, si la fonction 
F (a:), 

en devenant 

F(x + d.r), F(x + 2dx), ... , F (x + �.x), 

varie sans discontinuite, cela ne vient pas d'une certaine signification attri­
huee a cette fonction, ma.is bien des valeurs intrinseques de ses accroisse­
ments successifs 

F'(x + dx)dx, F' (.1: + 2 dx) d:x:, ... , 

valeurs_ qui n� sont,pas une pure hypothese, pt1ris,qu' on a effectivell!ent

S 
' 

F"(x)Jix' 
F' ( x + n dx) dx = "F' ( x) 6. x + + , .. 

,00 
• 1.2 

F(m-1) (x�·D.x"'�·,

S
m :· 

+ 1 
1 

+ ., F(m)(x+ndx)dx"' .
1.2 ... (rn-1\ 

00 

La consideration des quantites geometriques nous a seulement servi a
constater la continuite mathematique et a donner une application particu- · 
liere du calcul qui en derive. D'autres applications exigeront d'autres rai­
sonnements ; mais les resultats analytiques determines toujours par les 
proprietes abstraites de l'infini 

suivront la meme łoi. 
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Quant a la nature intime de notre calcul, .il est certain qu'on ne peut 
exprimer par des nombres finis deux valeurs qui se succedent immediate­
ment, comme 

X 

et 
x+ d,x, 

ni ćtablir deux ćtats d'nne quantitć geomćtriqne 

e, 

qui ne different que par une setile position de leur limite �. 
Cependant il ne saurait etre mis en doute que, lorsque la quantitć e croit 

par degrćs insensibles, sa valeur x varie de la meme maniere. Or, dumo­
ment qn'il en est ain.si, il nous a etć permis de designer symboliquement 
par 

x, 

x+ dx, 

x + dx + dx, 

les valeurs successives de la quantitć e ; et !es conclusions que nous avons 
tirćes de cette seule notation, s'ensuivent par un enchainement des idćes 
qn'il ne depend plus de nous de supprimer ou de modifier eń sub­
stance. 

En resumć, l'existence des ćlćments que nous sournettons au calcu} n'est 
pas susceptible d'etre verifiee par des moyens empiriques; mais elle est 
fondće sur la łoi immuable de notre raison, et de plus elle se �anifeste 
d'une maniere incontestable dans les rćsultats que nons obtenons. Donc, 
elle offre le caractere de verite transcendante proprement <lite; et en conse­
quence nous qualifions de calcul transcendant l'ensemble des principes 
exposćs ci-dessus. 
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