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AVANT-PROPOS.

Je m’empresse d’offrir & MM. les géometres deux nouvelles for-
mules a l'aide desquelles on développe, avec une extréme facilite,
toute fonction donnée par une équation non résolue. Ces formules
renferment donc une solution générale d'un probléme d’analyse dont
un cas particulier seulement a été résolu par Lagrange.

La formation de l'équation X 4+ U = o, qui définit la nature
des racines et détermine la loi du développement, ne saurait étre
assujett‘ie a une regle applicable généralement, puisque, dans une
méme hypothese, cette équation peut le plus souvent recevoir plu-
sieurs formes différentes. Les relations des parametres donnés indi-
queront la maniére dont elle doit étre établie pour qu’clle fournisse
une série suffisamment convergente et en méme temps la plus simple
possible.

Jobtiens les formules par des considérations directes. 1l en résulte
une démonstration indépendante de tout artifice de caleul, et j'espere

qu’elle satisfera pleinement I'esprit.

Paris, le 26 mars 1853.



FORMULES

PGUR LE DEVELOPPEMENT

DES FONCTIONS IMPLICITES.

Soit
(1) 9(x)=o0

I'équation donnée pour la détermination de .
On pourra toujours la mettre sous la forme

(2) X+ U=o,
ou je représente par X une fonction de x telle, que les racines de I'équation
X=o0

soient les limites vers lesquelles convergent autant de racines de I'équa-
tion (1), lorsque U tend a s’annuler.

Donc, si a est une racine de I'’équation X = o, la racine correspondante
de I'équation (2) sera

x=a—+ ¢,

¢ s’annulant avec U.

Pour établir une formule applicable au développement de la racine
@ + ¢ dans tous les cas qui peuvent se présenter, je suppose d’abord la
fonction & formée de telle maniere que I'équation X = o n’ait pas de
racines nulles ni infinies. Dans cette hypothese, U sera généralement
fonction de x.

Considérant ensuite 'équation (2) comme cas particulier de celle-ci

(3) X+ 2U = o,



(6)
jobserve que zU s’annulant aussi bien pour z =0 que pour U = o, il
faut qu’il en soit de méme de &, ce qui exige que la série, quelle que soit
sa forme d’ailleurs, procede suivant les puissances ascendantes de z qui a
ici I'unité pour valeur.
Cela posé, je conclus

0] (n) It .
z x ) — 7, 7
xr=a+ xy+ —> +...———— + =) pmen gy e
1.2 S22 o L.20 012
et il ne reste plus qu’a trouver laloi des valeursx';, x,..., que prennent
les dérivées de x pour z = o.
Pour cela, remarquons que, dans la supposition z=o0, X et U deviennent
fonctions de a, ce que je désignerai par X, et U,, et prenons, par rapport
a z, la dérivée de I'équation (3). 1l vient

(4) X2+ 2U0x'+ U=o;
d’ou
= U zU
B e
et
P e
Ty=— %7

On peut écrire les dérivées ultérieures de x comme il suit :

| 2 U'X’ — UX” 104
x’' = — —"—F———x/— ZDZ [X—,xl])
p 3U' X' — Ux” A [N
x’'=— Dz%—x’] — 2D, [—,.T’J’
Il ” ’
PV == Di [4———U XX,2 ox x’] —zD’ [U—, x'],
ﬁw=-Dr{”W%;*m<f]—sz[gxq;

{*] On parvient au méme résultat en mettant I’équation (2) sous la forme
X+[z+ (1—2)]U=o0,

et faisant z == o dans le développement de z ordonné suivant les puissances ascendantes de

L -—i2,



s

dont la derniére, a cause de

Un ’
2 U'X —UX” (f')
X’I — Un—l

?

peut aussi recevoir la forme

<Un ’
- &)
.T(n) =Dz - -Ul—_l-x’ = Ze,

¢ désignant ce qui s’annule avec z.
Nous aurons, par conséquent, pour n = 2,

< 2>/
’ X
A = / ,.9’

X = — U Ik e
U2 ’
Lioe—"5 U. 07
et substituant 4 x'; sa valeur,
Uz\’
e
R iy

Pour n =3, il vient

2 !
.x' —_— T x 2 (1 )
<U2>’ , <U?l>,
5 =
" — a / 2 X'!l .II 4
H=— iz 0=%. U o5

et quand on remplace x'; et & par leurs valeurs, on obtient

IR AE U\’
‘i> {IF X fosf

e/
e e e




D’apres cela, on aurait pour n=rn,

1.(") o= (_ |)n

Vérifions ce résultat en déterminant directement ce que devientpour z=o

la dérivée
%
[y n—2 X/
= =P —m-_-l—.x‘" — z0.

Pour plus de simplicité, je ferai

" Un 7
<i~> . Q.
Ayant égard a la valeur
, U zU'U z2 02U
x:—z-i—T—T =St og

on trouve :

1°. En substituant cette expression de 2’ dans x,

(n)=D:—zl: Q i ZQU' X zﬁQU’z - 539‘]:

Ur—2 X/ Un—aX'n gr—2 X’s

2°. Différentiant, substituant de nouveau et réduisant,

x(n)zD;n—-s[< Q )Ix/_ QU’ - <<_Q_ljl__)lx’— 2QU,2 +Z262]7

Ur—2 X/ vr—2 Xlz Uur—2 XM Ur—2 X’a
a0 Q |
() 05 i |

(n) D"_:’, _ X!
T 2 12 (9
Q O QU \’ QU
x| Vg U ) Ut C
X' ) ~ T U—X U—X X 5
-z % U'+ — —2%0s

Xlz Ot /

e) | (2], (o))
| D:“3 ' B Un—BX = - \ ur— X/ e n—3X 2 £ 2 6



(9)

3°. Répétant ces mémes opérations,

<_g_>l\l (__Q___)’ <_@L_>,
) = AT —x + Ny, | RRLLal YRS

X' X/'? Xr ==
<L>’ p <_Q_) Rl
n—3 X' n—3 X/ n—3Y/
=X )y NToE) (T
. X X X
=D’ » . — 26,
ol Q X
<<U"—3X’ Ut gy 2
e X’
(n) n—j g
X —Dz l__ X 295 b
Q 7 !
S
amep | N X/

X

D’ou I'on voit, qu’apres n — 4 différentiations qui restent a faire, U dis-

paraitra, et qu’on aura '
Q 4 4 /
(&)
X

SRR a0,

a0 = (= iy i,

ou ¢ désigne tout ce qui s’annule avec z.
Restituons maintenant 4 Q sa valeur, et faisons z = o; nous aurons

()]

: /
XI_ 9

a

- n
xp =(~1)

comme ci-dessus.
Le terme général de la série sera, par conséquent,

UZ I\ 7\ 7
()
2X’a_

(_I\)n n X, 2




et Pintégrale

qui exprime son reste, devient

(1—z)" D U J
_f [X’+ U](Z’

lorsqu’on y porte la valeur qu’offre pour x’ I'équation (4).
Nous obtenons ainsi, pour le développement de la racine a + &, detinie
par I'équation (2), cette formule tres-simple
/- U; ’ RN
( (%)

2X,

G- man—= " m S VO -8 =Sy
x=0a—+- o v (= 1) X

_f I—z. ’[X,+ U1dz

Quand on écrit le reste de la série comme il suit :

— e [ D | 00— e

et qu’on suppose n = o, la formule donne

1

Iz

xXr=a —
X’—i— U’L

/0

pour expression de la valeur de & qu’on considere.

Au moyen de ce qui précede, on établit tres-aisément une autre formule,
gui donne le développement d’une fonction quelconque F () de la racine

! U
A = aA — e
X jo‘ X'—i—zU’n’Z

I.a série sera évidemment de [a forme

Lo oPdiomey L) T2 e

\ ~ DZ Fa D::. Fa ! '_'Z'\ - n ] 3
F(2)=F,=D,F,+ = m+*——+f-L4®ﬁMmM,
¥ v



(1)
ou F,, D, F,..., désignent les valeurs qu’acquierert F (x) et ses dérivées
prises par rapport a z, lorsque pour z=o elles deviennent fonctions de «.
Pour trouver la loi de ces valeurs, déterminons la dérivée D; F (). On

aura d’abord
o) —= T (&) 8"

U_ U,

et, par suite de x' = — T~ 3"

Faisons maintenant, pour abréger, F’ (x) =F’, et, en suivant la méme
marche que ci-dessus, écrivons

D! F(x)=—

‘'U+F'U)X'—FUX’ FU
Gl X’)’ ~x'— zD, [— r’],

X%
D;,F(x)z_Dz[@FU—i—F )Iil)!X—F Ux x,]_ ZD:%,J’

5 SO e il v -~y o U Sl IR s S 1
D!F (x) = — B: [ = x 2D} FX’ x

Il en résulte que

& nl4

5 ] F U=\’ 5 .
établie plus haut, on remplace Q par (—17—> , et qu’on fasse ensuite z=o,

on aura

’

Xa
X




(12)
ce qui donne, pour le développement de la fonction F (&), la formule

{

AT AN
X,

<F;U,'j > o
iy Cyas) Folig Xa o J 4
F(x)=F,— x T X — e+ (=1) X

gD Ll A
—l "2"'”DZ_X'+ZU’:I({"

La supposition F{a) = x réduit cette formule a la précédente; mais,
pour plus de commodité dans les applications, il importe de conserver
séparément les deux formules.

Quand il y aura lieu de développer x en série double, on les emploiera
conjointement.

Lorsque X est de la forme x + a, et que U représente une fonction telle
que 29 (x. ,elles donnentles deux séries de Lagrange, qui deviennent désor-
mais tout a fait inutiles, parce qu’elles ne simplifient aucunement I'opération
pour le cas particulier qu’elles concernent.

PARIS. — IMPRIMERIE DE BACHELIER,
rue du Jardinet, n° 12,
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