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A V.ANT-PROPOS. 

Je m'empresse d' offrir a MM. les geometres deux nouvelles for­
rnules a )'aide desquelles on developpe, avec une extreme facilite, 
toute fonction donnee par une equation non resolue. Ces formules 
renferment clone une solution generale d'un probleme d'analyse dont 
nn cas particulier seulement: a ete rćsolu par Lagrange. 

La formation de l' equation X + U = o, qui definit la na tu re 
des racines et determine la łoi du developpement, ne saurait etre 
assujettie a une regle applicable generalement' puisque' dans une 
meme hypothese, cette equation peut le plus souvent recevoir plu­
sieurs formes differentes. Les relations des parametres donnes indi­
queront la maniere <lont elle doit etre etablie pour qu' elle fournisse 
un(: serie suffisamment converg<'nte et en meme temps la plus simple 
possihle 

.T' obtiens les formules par des considerations directes. Il en res u I te 
une demonstration independa nte de tout artifice de calcu I, et j' espere 
qu' elle satisfera pleinement l' esprit. 

Paris, Je 26 mars 1853. 



FORMULES 

POUR LE DEVELOPPEMENT 

DES FONCTIONS IMPLICI1,ES. 

Soit 

ep(x) = o 

J'equation donnee pour la determination de x. 
On pourra toujours la mettre sous la forme 

X+U=o, 

ou je represente par X une fonction de x telle, qne les racines de l'equation 

X=o 

soient les limites vers lesquelles convergent autant de racines de l'equa-
tion ( 1 ), lorsqne U tend a s' annnler. 

Donc, si a est une racine de l'equation X= o, la racine correspondante 
de l' equation ( 2) sera 

X= a+ i;, 

i; s' annulant avec U. 
Pour etablir une formule applicable au developpement de la racine 

a+ i; dans tous les cas qui peuvent se presenter, je suppose d'abord la 
fonction x formee de telle maniere que l'equation X= o n'ait pas de 
racines nulles ni infinies. Dans cette hypothese, U sera generalement 
fonction de x. 

Considerant ensuite l' equation ( 2) com me cas particulier de celle-"Ci 

( 3) X+ zU = o, 
I .. 



( 6 ) 

j'observe que zU s'annulant aussi bien pour z= o que pour U= o, il
faut qu'il en soit de meme de i;, ce qui e.xige que la serie, quelle qne soit
sa forme d'ailleurs, procede suivant les puissances ascendantes de z qui a
ici l'unite pour valeur. 

Cela pose, je conclus
I XO x=a+x
0
+-+ ... 

1.2 

(,i) 
.[I ( x. 

+ 
I- z)" 

x(n+i) dz 
1.2 ••. n O 1.2 ••. n

[�], 

et il ne reste plus qu'a trouver )aloi des valeursx'0 , x� , ... , que prennent
les derivees de X pour Z= O. Pour cela, remarquons que, dans la supposition z= o, X et U deviennent
fonctions de a, ce que je designerai par X

a 
et U a, et prenons, par rapport

a z, la derivee de l'equation ( 3). Il vient 
(4) 

d, ' ou

et

X' x' + z U' x' + U = o;

, U zU' , 
x =-x,-"x!"'x,

' u. 
Xo= - X'.

a 

On peut ecrire les deri vees ulterieures de x com me il suit .:
li I D I 

2 U'X' - UX" [U' 
J X = - X'' X - Z z . X' X ,

11, __ D [3U'X'-UX" ']- .,D' [U' '] X - z X'' X ., ' X' ,X' ' 

IV = _ D' [4 U'X' � UX" '] _ D' [U' '] X . z X'' X Z z X' X '

(nJ=-D"-'[nU'X'-UX" ']- n•-•[U' ']·
X , X'' X Z z X' X .

[*] On parvient au meme resu\tat en mettant l'equation (2) sous la forme 

X+ [z+ (1 - z)] U= o, 

et faisant z= o dans le developpement de x ordonne suivant \es puissances ascendantes de 
I -z.



<lont la derniere, a cause de 
(U")

'
nU'X'-UX" X' 

X'' =
vn-, ' 

peut aussi recevoir la forme 

,X'(n) = nn-2 [(�:)' x'J ·- ze
Z vn-1 l 

e designant ce qui s'annule avec z.

Nous aurons, par consequent, pour n = 2, 

(U')' X' 
x" = - -rr- x' - ze'

(U')
'

fi x: 
I Xo =-u:;-xo,

et snbstituant a x1

0 sa valeur, 

Pour n= 3, il vient 

(ui)'
1, X� 

Xo = x::-· 

((U')')' (U3 )' 
Xm =- � X'2 -�X"-z6 

U' U' ' 

(U')' , (U 3 )' 
111_ ( X� ) , 2 x: 11. 

Xo- - -
U

' Xo - -u, Xo, 
a a 

et quand on remplace x1

0 
et x1

� par leurs valeurs, on obtient 

((�)')' "' X,t 
Xo=---x:,--.

a 
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D'apres cela, on aurait pour "= n,

V erifions ce resultat en determinant directement ce que devient pour z= o 
la derivee 

- ze.

Pour plus de simplicite, je ferai 

(un )' 
X' =Q.

Ayant egard a la valeur

on trouve: 

, U z U'U z'U''U 
X = - X' + }f, - � + ... , 

1 ° . En substituant cette expression de x' dans x(nl , 

(nJ _ Dn-, [ Q z Q U' z' Q U' 2 

3 e J . 
X - • un-, X' - un-•x" + un-2 X'' - z I • 

2° . Differentiant, substituant de nouveau et reduisant, 

(11)_ Dn-s[( Q )'
1 Q U' (( QU' )' 

1 
2

Q
U'2) 

2 e J X - • Un-,X' X - un--,X'' - Z un-,X'' X - un-•x's, + z 2 , 

( Q )' U Q U' � +� 
X' 

(( 
Q 

\' 
Q 

( 
Q

U' 
)

' QU' '
) \

' 
un-,x') U+�, U'

U"-'X'' U+ U"-'X''
U 

+z I U'+ -z2 es
X'2 X' 

[ ( un�x,)
1 

((un� x,)' (u���,,)') ] (nl - nn-s - + z U'+ - z2 e 
;X - • X' X'' X' 3 ' 



( 9 ) 3° . Repetant ces memes operations, 
c•J •-•[ (( u•�x,)')' , (u.�x,)' , (u,���,,)' ] X = D - X + ------ u -t- - + Z ()4 ' · r � r 

[((�)')'u+ (�)'u'+ (u���')' J(nJ _ n•-• X X X _ tJ 
X - ; X' 

ZV5 , 

· [((�)'u��U')' 
l

(nJ - n•-• X tJ X - , 
X' 

- zv3 , 

[( ( Q )')' J xcnJ • D"-' X' 
- z(J • 

• 

x' 
s_ 

D'ou l'on voit, qu'apres n - 4 differentiations qni restent a faire, U dis-paraitra, et qu'on aura 

ou (J designe tout ce qui s'annule avec z. Restituons maintenant a Q sa valeur, et faisons z = o; nous aurons 

comme ci-dessus. 
((�/)) X(n) - (- I )n ......C..---'--' �--o - X� ' 

Le terme generał de la serie sera, par consequent, 

,.( (�D)
(- 1) n X� ' 



( I U ) 

et l'integrale
-

x(n+t) dz,
1 1 (1 z)" 

0 1.2 . . . 11 

qui exprime son reste, devient
1 1 ( I - Z)" D" [ U J I -

• I I ( z, 
0 

1.2 . • • 11 • X+zU 

lorsqu'on y porte la valeur qu'offre pour x' l'equation (4 ).
Nous obtenons ainsi, ponr le developpement de la racine a+ i;, definie

par l'equation ( 2 ), cette formule tres-simple

u:, ((�n) 
x =a - ux� + _(xxJ- ... + (- •)' \ �-

a 
2 (t n fi 

- r I ( I - z)" n• [ U 
J 

d 
)0 1.2 ..• n • X'+�U' Z.

Quand on ecrit le reste de la serie comme il suit

et qu' on suppose n = o, la formule donne

x= a - dz 
[I U 

, 0 X'+zU' 

pom expression de la valeur de :r: qu'on considere.
Au moyen de ce qui precede, on etablit tres-aisement une autre formule,

qui donne le developpement d'une fonction qnelconque F (x) de la racine

.x = a -. .[
1 

X'�zU' dz.

La serie sera evidemment de la forme

F I ) F ]) F D;F. D'.'F. 

J:' ,.X' = a+ z'a+--+ ... + 
· 

+ 
1.2 _ 1.2 • . •  n 

0 

(1-z/'n"+'F(), , ' x· nz, 
1.2 • . .  n 



( I I ) 

ou F
a
, D

z 
Fa , ... , designent les valeurs qu' acquierent F ( x) et ses derivees 

prises par rap port a z, lorsque pour z= o elles deviennent fonctions de a. 
Pour trouver la łoi de ces valeurs, determinons la derivee D: F (x). On 

aura d'abord 
Dz F (x) = F'(x) x',

. d ,_ U zU' ., et
} 

par smte e :x: - - X' - "x':t,

D F( )- _ F'(x)U _ zF'(x)U' .,
z X -

X' X' X .

Faisons maintenant, pour ahreger, F' (x) = F', et, en suivant la meme 
marche que ci-dessus, ecrivons 

D F(x)= - ·-··--- x - zD -r , , , (2F'U'+F"U)X'-F'UX" 1 [F'U' '] " x� ' X' . 

D'F( ) = _ D [(3F'U'+F"U)X'-F'UX" ,·1- ])' 
[F'U', '] , X ' X'' X 

. 
Z ' - X' X '

........................................................... , 

D"F (x) = _ D"-'[(nF'U'+F"U)X'-F'UX" x']- zD"-'
[

F'U' 
x']

· 
' ' X'' ' - X'

Il en resulte que 

D" F (x) = - D"-:-' X' ) _ x' [(
F'U11

' '

Jz Z un-1 - ze.

Donc, si dans la formule 

.( (itL)) 
(-1) X' +ze,

'F'U"
)' etablie plus haut, on remplace Q par (-x.,- , et qu'on fasse ensuite z= o,

on aura 

(((jlJ)' D" F = (- I)" :
s a X

a 

' 
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ce qui donner pour le developpernent de la fonction F (x), la formule 

, , , ( ( ( t:Y)·'), 
(F" U ") 2X 

-- (l -, ) F� U" X� ( )n : I< (x =Fa--
x

, + X' - ..• + -I X'
a 2 (l n n 

-1• (, -z)" D"[ F'U J i-
o 1. 2 ... n z X'+ z U' f - •

La supposition F ( x) = x red u i t cette formule a la precedente; mais, 
pour plus de com modi te dans les applications, il importe de conserver 
separement les deux formules. 

Quand il y aura lieu de d·evelopper x en serie double, on les ernploiera 
conjointement. 

Lorsque X est de la forme x + a, et que U represente une fonction telle 
qne t rp ( x. , elles donnent les deux series de Lagrange, qui deviennent desor­
mais tout a fait inutiles, parce qu'elles ne simplifient at1cimement l'operation 
pour le cas particulier qu'elles concernent. 

PARIS. -IMPIIIMERIE DE BACHELIER, 

rue du Jardinet, no 12. 
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