




THEOREME GENERAL 

SUJl LA 

CONVERGENCE DES SERIES. 

THEOREME. 

Si, a partir d'un certain rang, Les termes d'une serie 

U = U1 + U2 + U3 + ... Un + . , . 

sont de meme signe, et si de plus chacun est inferieur a celui qui le precede 
immediatement, la serie sera converge11te ou divergente , suivant qu' on aura 

ou 

en attribuant a n une valeur aussi grande qu'on veut. 
' 

DEMONSTRATION. - Comme ]es termes de la serie 

U = U 1 + U2 + U3 + . · . + Un + • • 

conformement a l'hypothese admise, vont en decroissanf, on auta 

2U'i > Uz + Ug, 

4 U4 > U� + U, + U6 + U1, 

. . . . . . . . . . . . . ' 
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et ajoutant 

On aura, par la meme raison, 

et, plłr consequent, 

Ui + U2 = Ui + ll2' 

2U4 < U3 + U4, 

4 Us < 'Us + Uo + U1 + Us,

. . . . . . . . . . . . . ' 

Or, en ecrivant ces deux series comme il suit : 

ul = u ł + 2 ( ll2 + 2 U4 + 4 U s + ... + 2"-ł U2" + ... ),

U�= U1 + I (u2 + 2 U4 + -4u8 + ... + 2- n -ł U2• + ... ), 

on vo<it qu'elles seront en meme temps convergentes ou divergentes. Et 
el1es entraineront evidemment 1a convergence ou la divergence de la serie 
U, puisque !es portions successives 

ll� + U5 + U0 + U1 , .•. , 

U5 + Uo + U1 + Us,

de cette derniere, sont les unes inferieures aux termes de la serie U ł et les 
autres superieures aux terrnes de la serie U2• 

Dans les series U1 et U 2 1e rappor't de deux term es consecutifs est 

Relati vement a la proposee U, nous nommerons serie auxilźaźre la se­
rie ul. 

Etablissons maintenant une serie pareille en partant de celle U 1• Pour 
cela il suffit d' observer qu' on determine le terll}e generał 
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de cette derniere, en changeant n en 2n dans Un et multipliant le resultat 
par 2

12
, Car, lorsqu' on effectue la meme operation sur 2

n U 2" 1 
il vient 

ce qui donne la serie 

<lont les termes repondent aux groupes de termes 

2U2, 

4u4 + Sus, 

16u16 + 32u,2 + 64u54 + 128u 128 , 

256 U256 + 5r·J.U512 + ... + 32768u32768 , 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ' 

de la serie u ł' for mes d' ap res la meme łoi qui determine les groupes 

lt2 + Ua,

U 4 + lt5 + lla + U7
1 

lls+Uo+, .. U1s, 

auxquels repondent-les termes de cette serie. 
Il resulte d' ailleurs de ce qui precede que, si I' on trouve que la serie U łł 

soit convergente ou qu'elle ne le soit pas, il en sera certainement de meme 
de celles U1 et U. 

En operant SUI' 

de la meme maniere que ci-dessus, on obtient le terme generał-

qui fournit une nouvelle serie auxiliaire U, 1t. 

'·· 

\ 
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Mais abservans que les rapports 

Un+i 2 lt,J,'1.+1 
-, 

Un u2ri 

etant des fonctions essentiellement differentes, il faut qu' on ait 

ou 

paur les grandes valeurs de n, quand bien meme ces rapports tendraient 
alars vers une meme limite k.

Or, si Un est tel qu'a partir d'une certaine valeur de n on a canstamment 

les termes de la serie U 1 finiront par decroitre plus rapidement que ceux 
de la serie U; et il en resultera 

Ceci entraine 

et comme cette inegalite s'accroit paur p + , , on en canclut 

Dane, a partir de n= p, les termes de la serie U11 decroitront plus 
rapidement encare que ceux de la serie U 1 ; et ainsi de suite. 

Dane, dans ce cas, en partant de la serie U, on pourra etablir une serie 
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auxiliaire W telle qu'on ait 

et par suite 

Wn+I 
Wn+2 < T,l,Jn+I --, 

Wn 

Wn+2 < Wn+1 

Wn+I Wn 

depuis n= p jusqu'a n= oo . Cette serie sera donc convergente. Et par con­
sequent, la serie U le sera aussi. 

Et si, au contraire, en attribuant toujours une tres-grande valeur a n, on 
trouve 

d'ou resultera 
2P ll2P > Up, 

il est clair par ce qui precede qu' on aboutira alors a une serie auxiliaire W 
ou l'on aura 

depuis n= p jusqu'a n= oo , et qui sera, par consequent, divergente. Donc 
la serie U le sera aussi. 

Donc, etc. 

EXEMPLE. - La serie 

donne 

I J I I 

---+--+--+ -·-+ 
2 log/3 2 3 log/3 3 4 log/3 4 · · · n log/3 n

• · •

U11 

n log/3 n ----=---- - --------1 
( n + 1) log/3 ( n + 1 ) I � 

log/3 (2") 

log/3 ( 2•+1) 

1+-+-1-+ ... n n ogn 



et pour une tres-gr-ande valeur de n, on a evidemment 

quand � > 1 ; et 

1+�+�(�-�+ ... < 1+!.+-1-�-+ ...
n 2 n' n n og n 

>--------
1+�+�(�-1)+... 1+.:+-1-�-+ ...

n 2 11' n n og n 

lorsque � = 1 ou < 1. Donc cette serie est convergente pour � > 1 et diver­
gente pour � = 1 ou < 1 . 
• Le rapport de deux termes consecutifs tend ie.i vers l'unite, puisque

et la regle 

lim ·= ,.
l � 

' 
1+-+-1-+ ...

n n og n 

Un+: 
-=--, 

Un I+ Cl. 

lim na'= k, 

destinee particulierement a ce cas, �e nous apprend rien ; car il vien t en core 

k =lim(,+ 
1
..1._ + ... ) = 1. 

. �n 

·ScoLIE I. - Il resulte du theoreme ci-dessus qu'a partir d'une valeur
suffisamment grande de n, on aura constamment 

si la serie U est convergente, et inversement 

si elle est divergente. Donc, au lieu des rapports 

2u2n+1 lln+i --, -,
U:n Un 
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on peut comparer les termes generaux 

lorsque les expressions de ces derniers s'y pretent mieux. 
ScOLIE II. - On constate, par des consi.derations· plus simples, la conv-er­

gence d'une serie qui tombe dans un des trois cas: 

Un+l _ lln+2 _ ---· --r,
Un Un+1 

Un+t < Un+2
1 

Un lln+I 
lim Un+t < [. 

. Un 

Notre theoreme servira donc principalement au cas 

Un+• < ll11+2, 

Uu Un+I 

l. Un+-1 
1m- = 1, 

Un 

qui n'a pas encore re�n d'autre solution generale. 

CoROLLATRE I. - Au moyen de ce qui precede, on peut toujours consta -
ter le caractere d'une serie 

dans laqueHe les�ignes des termes varient suivant une certaine loi. Car, pour 
cela il suffit evidemment de grou,per ici les termes de maniere que les groupes 
successifs soient tous positifs ou tous negatifs et que celui de 1'1ndice n defi­

nisse la serie V. 
Quand le groupe generał se composera de m .termes, il prendra la forme 

Vn,n-m+ł + Vnm-m+2 - Vnm-m+s + • · · + Vmn· 

SCOLIE. - On peut se dispenser de grouper les termes de la serie V : 
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1 ° . Quand, en prenant positivement tous ses termes, on obtient une serie 

convergente; 

2° . Lorsque ses termes etant alternati vement positifs et negatifs, decroissent 
constamment et indefiniment, parce que la convergence d'une telle serie 
resulte deja de sa forme; 

3° . Lorsqueles termes de la serie V decroissent comme il vient d'etre dit, 
et que de plus le groupe generał en contiendrait m positifs et m negatifs. 
Car alors la serie V sera decomposable en ,n series ayant leurs terines alter­
nativement positifs et negatifs, et qui seront toutes convergentes.

COROLLAIRE Il. - Soit 

un produit compose d'nn nombre infini de facteurs. En l'ecrivant cornme 

il suit 

et effectuant les multiplications successives, on obtient 

Donc le produit 

et la serie qui a pour terme generał 

tendent vers une meme limite finie, ou croissent l'un et l'autre an dela de 
toute valeur assignable. 

Donc, a l'�ide des regles qui font conna1tre la convergence ou la diver­
gence d'une serie, on etablira le caractere de tout produit compose d'un 
nombre infini de facteurs. 

0BSERVATJON. - En introduisant dans les deux derniers· scolies les 
demonstrations des cas qui s'y trouvent mentionnes seulement, on aura un 
ensemble des regles tres-suffisantes pour la solution des questions relatives 
a la convergence des series reelles. 

Paris. - lmprimerie de Mallet-Bachelier, rue du Jardinet, 12. 
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