/<7%/oénvaZ77an¢v;

éinui) /1ZQCM;;AQ'F

Aéﬁibﬂﬁ/,
SUR LA ‘ =
[

CONVERGENCE DES SERIES,

Piar J. TETMAYER DE PRZERWA,

PARIS,

MALLET-BACHELIER, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

DE L’ECOLE IMPERIALE POLYTECHNIQUE, DU BUREATU DES LONGITUDES,

Quai des Augustins, 55.

1858







THEOREME GENERAL

SUR LA

CONVERGENCE DES SERIES.

THEOREME.

S8i, a partir d’un certain rang, les termes d’une série
U=u, +ug+us~+ ...u;+ ...

sont de méme signe, et si de plus chacun est inférieur a celui qui le précede
immédiatement, la série sera convergente ou divergente, suivant qu’on aura

2 u2u+1 R
ke
ou
D u2n+1 Lpy
u2n u, 4

en attribuant a n une valeur aussi grande qu’on veut.

LY
DEMONSTRATION. — Comme les termes de la série
U=u +~us+uy+ ...+ u,+ ...
conformément a '’hypothése admise, vont en décroissant, on aura
Uy = Uy,
2Uy > Uy + Ug,
bu, > uy + us + ug + uy,

R v



(4)

et ajoutant
U =u, + 2u, + fu, +.com-2%Up+. . > 8 + Uy + Ug oo+ Uyt
On aura, par la méme raison,

Uyt 20y =T - gy
2“4 <1,43 +uh
bug L us + wg + ug + ug,

D T A ]

et, par conséquent,
U, = u,d+us+21u,+-Qttg+... 2" upn .. . <uy+ Uy + U+ Ut
Or, en écrivant ces deux séries comme il suit :

U =u + 2+ 2u,+ fug+ ...+ 2" uyp+...),
Uy=u + 1(t,+ 2u, + fus+ ...+ 2" up+ . ..),

on voit qu’elles seront en méme temps convergentes ou divergentes. Et
elles entraineront évidemment la convergence ou la divergence de la série
U, puisque les portions successives

Uy + Uy, Uy & Us = Ug = Uy, o0
Uy + Uy,  Us + Ug + Uy + Us,
de cette derniére, sont les unes inférieures aux termes de la série U, et les

autres supérieures aux termes de la série U,.
Dans les séries U, et U, le rapport de deux termes consécutifs est

2l -

|l.3fr

Relativement a la proposée U, nous nommerons série auxiliaire la sé-
rie U,.

Etablissons maintenant une série pareille en partant de celle U,. Pour
cela il suffit d’observer qu’on détermine le terme général

2%7e,m



(%)
de cette derniére, en changeant n en 2" dans u, et multipliant le résultat
par 2*. Car, lorsqu’on effectue la méme opération sur 2"u,", il vient

n n
27 23 70

ce qui donne la série
Uy=2u,+ 2.4u, + 4.16u,, + 8.256u,54 + .. .,
dont les termes répondent aux groupes de termes

Aoy,

huy + Buy,

162, + 3215 + 64 ug, + 128 u,,,,

256 wyse + Drotug,, + . . 4 329681557,

oo B = L R Y e R R

de la série U,, formés d’apres la méme loi qui détermine les groupes

Uy,
Uy + Ug,
1y + Us—+ Ug + 1y,

Ug+ Uyt . - . U5,

S50k b

auxquels répondentles termes de cette série.
Il résulte d’ailleurs de ce qui précede que, si 'on trouve que la série U,,

soit convergente ou qu’elle ne le soit pas, il en sera certainement de méme
de celles U, et U.

En opérant sur

o7
: Uy2"

SR

de la méme maniére que ci-dessus, on obtient le terme général

pe 2l
e G R R

qui fournit une nouvelle série auxiliaire U,,,.
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Mais observons que les rapports

R+t
) 21,

X ==
ik, u2"

étant des fonctions essentiellement différentes, il faut qu’on ait

2 u2n+l Uny
i )
wo" Uy,
ou
2 u2n+1 Tt
lt,ln Uy

pour les grandes valeurs de n, quand bien méme

ces rapports tendraient
alors vers une méme limite k.

Or, si u, esttel qu’a partir d’'une certaine valeur de n on a constamment

2 U, nt! Unpy

u,n u,

lestermes de la série U, finiront par décroitre plus rapidement que ceux
de la série U; etil en résultéra

P ur < u,.
Ceci entraine
9P Qép Uy < 9P ugp;
et comme cette inégalité s’accroit pour p + 1, on en conclut

2.2P u, P+ o 14, P+

.

u,ﬂl’ u,p

Donc, a partir de n=p, les termes de la série U,, décroitront plus
rapidement encore que ceux de la série U,; et ainsi de suite.

Done, dans ce cas, en partant de la série U, on pourra établir une série
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auxiliaire W telle qu'on ait

Yt
9
W"

Wy < Wy Wore < Wpy

et par suite

Yt < WVny2 Pnt1
i Tt 5 iRy
W Wt p

depuis n = p jusqu’a n = o . Cette série sera donc convergente. Et par con-
séquent, la série U le sera aussi.

Etsi, au contraire, en attribuant toujours une trés-grande valeur a n, on
trouve

2 11271+| U

u,n U

d’ou résultera

2P 1.p > Uy,
il est clair par ce qui précede qu’on aboutira alors a4 une série auxiliaire W
ou l'on aura

Wnpi > I

Wn
depuis 2 = p jusqu’a n = o , et qui sera, par conséquent, divergente. Donc
la série U le sera aussi.
Donc, etc.

EXEMPLE. — La série

1 T I I

o Py s s o, estall D e )
alogfa  3logf3  4logl4 nlogf r

donne
Wnsa nlogﬁn oy I
u, (n=+1)logh (n+1) ha L RO i
n nlogn
2 H-,LJ'I-F'I s lOg'g (271) o I
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(8)
et pour une tres-grande valeur de 7, on a évidemment

- aa
TR
quand f3>1, et :
1
>
1+%+%;[)+... x+%+_,

lorsque 8= 1 ou < 1. Donc cette série est convergent
gente pour =1 ou < 1.

lim
I B
It
nlog n
et laregle
un-f-f ‘ - gl =" 1/
T8 limne = £

destinée particuliérement a ce cas, ne nous apprend rien; car il vient encore

]f‘= lim(l +logn + >=I

‘ScoLIE I. — Il résulte du théoréme ci-dessus qu’a partir d'une valeur
suffisamment grande de n, on aura constamment

2n-u‘ai'!-'< Uy,
si la série U est convergente, et inversement

2" ton > Uy,
sielle est divergente. Donc, au lieu des rapports

3 2 wgn+1 7

—
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on peut comparef' les termes généraux
9 Thneisi s ol

lorsque les expressions de ces derniers s’y prétent mieux.
ScoLIE II. — On constate, par des considérations plus simples, la conver-
gence d’une série quitombe dans un des trois cas :

o Unt1 Unga
1> —_—=——=r,
Up Uy
Uptt Uni2
5% 1> S
Un Unt
Upi Upyz . Upit
32, SR T, lIim =< 1.
u, Uy Uy

Notre théoréme servira donc principalement au cas

Upyy < Upy o llm Uppy

U, Upy U

qui n’a pas encore recu d’autre solution générale.

CorOLLAIRE I. — Au moyen de ce qui précede, on peut toujours consta-
ter le caractere d’une série

V=9, +0v— 9+ 9,+... 9,

sy

dans laquelle les signes destermes varient suivant une certaine loi. Car, pour
cela il suffit évidemment degrouperici les termes de maniere que les groupes
sticcessifs soient tous positifs ou tous négatifs et que celui de I'indice n défi-
nisse la série V.

Quand le groupe général se composera de m termes, il prendra la forme

Ynim—m-+1 T Vam—m+2 — Ynm—mn+3 e pR = Vrm-

SCOLIE. — On peut se dispenser de grouper les termes de la série V :



(10)
1°. Quand, en prenant positivement tous ses termes, on obtient une série
convergente ;
2°. Lorsque ses termes étant alternativement positifs et négatifs, décroissent

constamment et indéfiniment, parce que la convergence d’une telle série
résulte déja de sa forme;

3°. Lorsquelestermes dela série V décroissent comme il vient d’étre dit,
et que de plus le groupe général en contiendrait m positifs et m négatifs.
Car alors la série V sera décomposable en m séries ayant leurs termes alter-
nativement positifs et négatifs, et qui seront toutes convergentes.

CoroLLAIRE II. — Soit

i Qodlls it O

un produit composé d’'un nombre infini de facteurs. En I’écrivant comme
il suit

[1+(a, —0)][1+(az—1)]...[1+ (@, —1)]. ..,
et effectuant les multiplications successives, on obtient

D A o e ap...=a,+a,(a,—1)+a, ay,(a,— 1)+ ...

+a, as... Ay (@p—1) +....
Donc le produit

tendent vers une méme limite finie, ou croissent I'un et I'autre au dela de
toute valeur assignab]e.

Donc, a I'aide des régles qui font connaitre la convergence ou la diver-
gence d’une série, on établira le caractére de tout produit composé d’un
nombre infini de facteurs.

OBSERVATION. — En introduisant dans les deux derniers scolies les
démonstrations des cas qui s’y trouvent mentionnés seulement, on aura un
ensemble des regles tres-suffisantes pour la solution des questions relatives
a la convergence des séries réelles.

Paris. — Imprimerie de Mallet-Bachelier, rue du Jardinet, 12.
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