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ROZWIAZANIE

rownan trzechwyrazowych.

WSTEP.

Teoryja rozwinigcia funkeyj niewyraznych zawiéra rozwiazanie réwnan trzechwyrazowych. )

Tam to owe trzy wzory szczegblne, wyrazajace piérwiastki tychze réwnai, wyprowadzone
sa z ogollnego wzoru, ktéry daje wartosé jakiéjkolwiek funkeyi niewyraznéj. Jest on dla fankeyj
niewyraznych tém samém, czém sa dla fankeyj wyraznych wzory TAYLORA i MACLAURENA.

Ten atoli wzdér ogélny ustanowionym jest za pomocy rachunku rézniczkowego. I dla tego
w mowie bedace trzy szczegélne wzory, dane jak to w teoryi rozwinigcia funkeyj niewyraznych
uskutecznioném zostalo, do nizszéj algiebry wprowadzone by¢ nie moga.

Zaprzeczyé téz nie mozna, ze w rachunku codziennym wydarza sie czesto potrzeba roz-
wiazania jakiego$ réwnania trzechwyrazowego. 7 tego wiec powodu zdawalo mi sie rzecza nie-
zbednie potrzebna przeniesé¢ rozwiazanie tych réwnan na pole nizszéj algiebry.

Do ustanowienia wzoréw uzywam powszechnie znanego wzoru NEWTONA. dJestto ra-
chunek nieréwnie dluzszy, ale Scisle elementarny. Nie sprowadza téz zadnéj dalszéj niedogodno-
sci, bo przy uzyciu wzoru powtarzanym nie bedzie.

W kroétkich slowach te tylko wykazuje warunki zbieznoSci szeregdéw , ktére bezposrednie
otrzymuja zastésowanie.

Poniewaz piérwiastki wielokrotne daja sie wyprowadzi¢ z réwnan pochodnyech, ktére tu sa
dwuwyrazowe, poprzestalem na téj wskazéwce w teoryi rozwiniecia funkcyj niewyraznych. Teraz
za$ ide daléj. Wykazuje jakie wtedy sa znaki wyrazéw i w kazdém przypuszezeniu piérwiastek
wielokrotny wyznaczam.

) Pamietnik Akademii Umiejetnosci w Krakowie. Wydz. matem.-przyrodn. T.III, str. 155—188 i T. IV str. 1—62.
1



2 JOZEF TETMAJER.

Azeby zbieznos¢é szczegblnych szeregdw, wyrazajacych w takim razie jednokrotne piér-
wiastki, jaknajjasniéj okaza¢, uwzgledniam z osobna kazdy z tych trzech wzoréw. Dolaczam
nakoniec sposéb obliczenia piérwiastkéw rzeczywistych i urojonych, ktore wtedy dane réwnanie
zawiéra¢ moze.

Winienem jeszcze wskaza¢ miejsce, Kktore najstosowniéj zaja¢é moze W nauce obecne roz-
wigzanie réwnan trzechwyrazowych. Kazde dzielo trygonometryi zawiéra twierdzenie morvra
i z niego wynikajace rozwiazanie réwnan dwuwyrazowych, ktérych znowu bezposredniém na-
stepstwem jest rozwiazanie réwnan trzechwyrazowych. Tak zbogacona trygonometryja nie tylko
dostarczy nowego dogodnego narzedzia do praktycznego rachunku, ale oraz rozwiazanie réwnan
dwuwyrazowych, dotad tak malo w tym rachunkn uzyteczne, a ktére tu w kazdym przypadku
daje ilosé piérwiastkéow rzeczywistych i urojonych, do wysokiéj wartosci podniesie.

Krakéw, 10 Stycznia 1879 r.



ROZWIAZANIE ROWNAN TRZECHWYRAZOWYCH.

1. Wszelkie r6wnanie trzechwyrazowe moze byé tak wyrazoném
(1) 2" + pfb‘ﬁ + ¢ = 0.

Przypuszczam oraz, ze wspélczynniki p i ¢ sa iloSciami rzeczywistemi.

I klade najprzéd
1

z = (—g—pa) ;
a ten dwumian rozwijajac wedlug wzoru NEWTONA, otrzymuje szereg nastepujacy:

(0 — I)pza:.2 _ (a—1) (22—1) p".z'm po (a—])(?a—l)(3a—1)p4z4ﬂ

a—1 200 — I 30 — 1 40— 1

3

e o
z=(—gq) — —L

a(—gq)  12a%(—g) 1233 (—q) = 1234t (—¢)

z ktérego ciaglém podstawianiem coraz wiecéj przyblizonych wartosci ruguje nieznang z.

1) Dla 2= (— q)(7

bedzie
|
P s e NN e gy T e
of —9q) *
a przeto
= 8
.Z‘=(—q)m— ga—zf;’ ..... 5
pleq)" ©
P 2/
2 ax
= (—q)% i s e -
wiec
pa’ p bp*
s e e a4 pyrpee el SR
) f—q) & a'(—g) - ™
(a—1) p"wzﬂ (e—1)p’
T Par 20—28—1 " " "
1.2a%(— ¢q) © 1.2eb(=1eset
a zatém 2)
1 Q
« P (a—28—1)p"
B~ gl = T e R T e

a(—gq) “ 1.2a2%(—gq) x

-----
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Dla powyzszych trzech wyrazéw bedzie za$

P i

x =

2f

2 .
BT (=) —

wiec

23
(a—Dp'z

20— 1

1.2a%(—g( ©

3
(a— 1)(20— 1p°z
T 300 — 1

1.2.303%( — ¢q)

(—* —

Bp B(e—3B)p* )
oa— 285 20—3f3 L
ol — ¢q) © 1.22%(—gq) “
28p
i~ :?? -----
ol —q)

-----

B(a—3p)p®
3a—3p—1

o

1.2 & — ¢q)

2B(a— 1)p3
3a—308—1

28— ¢ "¢

(e—1) (2a—1)p°®
3a=3B= W g

o

-~

1.2.3a%( — q)

a te ostatnie utamki sprowadzone do jednego mianownika czynia razem:
F\

3

(e—3B—1)(2a—3B—1)p*

(90 — 9B°—6B— 20* + Fo—1)

?

3a—3B—1 3a—38—1
1.23*(—¢q) ¢ 1.2.3a°( —g¢q) ¢
I tak mamy 3)
- P (a—28— I)p* (4—3B — 1)(20—3B8—1)p*
&= (— 1 <t a—f—1 20—23—1 3 —36—1
a(—¢q) *© 1.24%(—¢q) © 1.2.34%(—¢q) *
Biorac teraz te cztéry wyrazy otrzymujemy nastepnie
§ L o B(a—3p)p* B(2a* — 128 + 168%p?
xr = ("‘“]) i «— 28 20(—3_[-9 Wi T 3a—yp
al(— q) “ 1.2e¢( —¢ ° 12303 —¢q) ©
28 24 2 2B(a—48)p®
> e
L i ("Q)“ T i— B 20—4f
a(—q) “ 1.2.a%—q) “
38 - 38
Lol ("'“Q) * - pa_4B
gles G
48
48 4
z =(—q" . i
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wiec
4]
pr + B(2a— 1243 + 168%)p*
3 _—ﬂ—_l- == % b el @ Al el 5w e e W 40(,——4ﬂ__1
a(—q) ® LR opt (=gt P
23
(e — INp’x A " Bla—D(a—4B)p*
— —gE m— e e e ® e & 9 o e ° o g =
1.24%—q) 1NN — )
38
(a—1)(2e— 1)p°x Bla—1)(2a—1)p*
[ By g RS TR T o 4rx—4if)’—_l
12803 — g) © b —g -
8
_ (a—1)(2a—1) (Ba—D)p'a _ (a--1) (2a—1) (32— 1)p?
i“rl__ i 40—48—1
1.2.3 da¥(— ¢) © 1.2.8 4a* (—g) ©
co nam daje
1
(4408 — 96aB* — 4848 + 648% + 483° + 128 — bad + 11e®* —6a + 1) P

4n—4B 1
1.2.34a*( —¢q) *
 (e—48—1) (2a—4p—1) (3a—4B—1) p*
=y 40— 4B—1
1.2.3. 4a%(—¢q) P
a tak prawo, wedlug ktérego postepuja wyrazy szerega, staje sie juz oczywistém i daje nawm
wz0r nastepujacy :

I

7

ot —2—1)p? —3p—1)(22a—38—1) p®
e = (— 9)* = +ﬁ’—r . 2)£-2ﬁ_1 — (= a3u—ﬂ3ﬁ—2p
al—q) ° 1.2 _ gl ' @ 1. 2.3¢*(— q) *

(a— 48— 1)(22— 48— 1)(3a— 48— 1)p*
= 4ee—48-1
1.2.3 fa*(—q) ©

.....

_ (e—np—1)(2a—nB—1). . . ((=—Da—nf—1)p~ _ p

na-—-nf —1

1.2.3. 4 ... na"(—q) “

n+1

2. Kiedy mozna wykazaé zbiezny postep jeometryczny, ktérego wyrazy od pewnego miej-
sca pozostaja ciagle wiekszémi od wyrazéw szeregu
ST Rt R N A e
szereg S jest takze zbieznym.
Do wyznaczenia tego postepu jeometrycznego uzywamy ilosci

Vix
i badamy jéj po sobie nastepujace zmiany, jakotéz granice, do ktéréj ona dazy dla coraz wigk-

szych wartosci wskaz6éwki n. Gdy na granicy =, znajdujemy

lim {/Z =, k)l
szereg jest zawsze zbieznym.
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Jezeli bowiem
1)

r+1 P+2

ey o ot
\/ > o \/ === 3 e
iy tp+1 LN

dojdziemy koniecznie do wyrazu ¢, , w ktérym bedzie

q..._
Ve, B

poniewaz  lim {/Z < 1; a biorac te wartos¢ za prawidlo w mowie bedacego postepu jeometrycz-
nego, bedziemy mieli

(== (q ;)2 ((1/_)3
tqvtq + tq th + tq \/tu + d o 0= tq-H + tQ+2 + tq+3+ e e e
a zatém
bnty
P il et Bl
s Y,
Jezeli za$
Do p+1 p+2
=2 \/ et \/ = R ;
\/tp tp+1 tp+2
granica

limVt, = k < 1
Jjest najwyzsza wartoScia, do ktéréj rosnac dazy ilosé {/Z; i bedzie przeto

tok 0kt kSt . . =ty bty F oty Fe s

Ze atoli w obu tych przypadkach mozemy granice wyzsza reszty »., uczynié tak mala
Jak chcemy, biorac » dostatecznie wielkiém, szereg S bedzie zawsze zbieznym.

I tém pewniéj bedzie takim, jezeli zawiéra wyrazy dodatne i wyrazy odjemne; wtedy bo-
wiem, oznaczajac przez r.,, reszte jego, bedzie zawsze »!,, < r..,

Z tegoz samego powodu beda zbiezne owe dwa szeregi, ktére daje rozwinigcie jakiejkol-
wiek funkcyi urojonéj.

3. W liezniku wyrazu ogélnego

(a—nf—1)(Qa—nB—1) . . . (%B a—nfl —1) Che (n— 1)a— np—1) p*

s & = n(a—p)—1
1. 2,3...na" (—g) ©

wzorn (A), mamy dwa iloczyny ktére przedziela czynnik

B amp — == {,

@
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Piérwszy
(D) (Zi—tBRD) s s v - — 1
7P 32, . X
zawiéra — czynnikéw i dazy przeto do
b 4
.24
(—af)" .

Ze atoli w obudwoéch iloczynach razem wzietych jest n—1 czynnikow, drugi

(r=2ya—nb—1 ) ((nE2) o—nf—1) , + .

zawiéra
« A
czynnikéw 1 dazy do
n(a—0B)
(niz—B) I 5
gdy oraz w mianowniku iloczyn
n(n—1) n—2). . . . . 1
dazy do = .
Tak wiec dla nieskonczenie wielkiéj wartoSci % bedzie
né n(%—F)
g o U W ek e
=ikl n(e—h)
n®a*(—gq) “
nB n(a—p)
. (—=B)" (@—PW"* " pt
= n(a—p)
a'(—q)
A zatém
s =
. B R )O‘ . o
llm \/ Tn — ( B (lt f_)—ﬁ p
A—q) *
Jezeli wiec liczebnie jest
£ =
B 6= _
(e—q) ©

wzér (A) da szereg zbiezny.

4. Ten wzér zawiéra wszystkie piérwiastki réwnania (1). Aby je wyprowadzi¢, dosta-

1

teczném jest w miejscu (—¢)¢ wstawia¢ wszystkie piérwiastki dwuwyrazowego réwnania

« +q = 0. Ze tu atoli idzie o to, aby otrzymaé wyrazy tychze, jakikolwiek jest znak ilosci
danéj ¢, nalezy wyj$¢ z réwnania

1 I

e Sy R
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i w ogélnym wyrazie

1
x:(—g); (cos ? == \/—t—l sin = )

a

jego piérwiastkéw, czynié nastepnie
a—1

k=0, k=1, k:?,....k:%albok:

wedlug tego, czy « jest parzystém lub nieparzystém.
W przypuszczeniu obecném, réwnanie (1) bedzie wige mialo :
1) Dwa piérwiastki rzeczywiste, jezeli « jest parzystém, a ¢ odjemném;
2) Jeden piérwiastek rzeczywisty, jezeli « jest nieparzystém ;
3) Wszystkie piérwiastki urojone, jezeli o jest parzystém a ¢ dodatném.

5. Kiedy wzor (A) nie daje sie zastésowaé, wtedy juz wszystkie piérwiastki réwnania (1)

nie moga by¢ wyrazone wedlug jednego i tego samego wzoru. Dziel¢ wiec réwnanie przez «f
1 klade

co daje szereg nastepujacy :

)

L oy q (a—B—1)q®
= (—P) r— a—f—1 " = N 200—28—1 2p
—B)(—p) “F o 12@—B%—p) “F &
(a—p—1) (22—2p— 1)q° _ (a—p—D)(22—28—1) (3a—38—1)¢*
3a—3—1 33 4o —4B—1 .|.-()’-
1.2.8@—8)8(—p) “8 & 1.2.3. 4(@—1B) (—p) *“F =
1 postepujac jak powyzéj, otrzymuje:
1) Dla & = (__p)&_{s’ ;
z = (- 10)0‘___{9 = —'q—a_I
(a—B)(—p)*—"
1 - 1 Bq
g Bl e S 7R
(—p)B (a—B)(—p)*F
1 1 '
273 = 2—[3;_ T
‘2‘ ( p)a—B
wiec |
= g N TR NS bg*
a—f—1 P = a—1 200—1
(e—B)(—p) 8 2 (a—B) (—p)* 7 (e—B)* (— )= #
(a—B—1)¢" = _ (e—f—1)¢*
i 20—2B8—1 — 200 —1

1.2(@—8¥—p) 8 o 1.2 (a—B)*(—p)*—F
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a przeto 2)
= (at f—1)g*
gz (gt - — = ey
(a—B)(—p)*—* L2 (@R —p) %"
Teraz dla tych trzech wyrazéw bedzie
o o1 Bg B(a+28)q*
Gyt (e—B)(- p)*~* 1. 2. (a—B%—p)"*
1 1 - 2Bq
s s Py
3 (—p) =" (e—B)( — p) *~8
i 1
%= ¥
f (— p)—*
wiec
q j - Ble 4+ 2B)g3
e g Ly Ja—1
(@—B)(--p) =4 2 1. Aa—B)*(—p) *F
(a—B—D ¢’ ! 25 2p(a—B—1)¢?
= 200—28—1 28 = DR T S Z_’n_z—i
L,2@-8p) °F o 1. 2@—pf)*—p)*~F
(e—B—1)(2a—2—1)q° _ _ _—f—D)(2e—2A—1)¢°
3a—38—1 3a—1
1. 2.3 (e—B)*(—p) “F 1. 2. 3(a—B)*(—p) “ 8
Otéz
— (20 + 5uf— 3a + 26*—36+1) Z —
1. 2. 3 (a—)*(—p)*—8
. (a+28—1)(204-F—1)¢®
= Ja—1 ?
1. 2. 3(e— B)¥—p) *F
a przeto 3)
o 12 i — 13
x* = (_P)a—ﬂ — 1 a—1 =T (£ I)q it (a+2ﬁ 1)(2a+ﬁ 35;)-21 E
(e—f) (—p)*—8 1.2(a=-p)(—p)o=F  1.2.3(@—F)¥—p) *F
Toz samo dzialanie posuwajac daléj znajdujemy:
1 /] 3 8(a+2B)q* B(2a*+ 86 + 68%)q°
7 g e + . B ¥ % 20043 + SoEpaE Mt
E (— p) (a—B)(—p)*—*% . 1.2 @—P)*(—p) ** 1.2.3(a—8)*(—p)
S o 284 ia + 30
28 T T , wap T 20+ 2f
" (—p) 7 (a—B)(—p) “~¢ (a—B)*(—p) *—F
T e 1 JIBq
38, _ 38 + a+ 36
= (—p) “F  (a—E)(—p)*~F
— 1 -
F = s ST
S hantd
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wige
i q ot _ B@e’ + 8af + 68%)¢*
il MBS WL LS N
(@—B)(—p) “# = 1.2. 3(z—8)*( — p) +F
te (a—B—1)q* ks B(at32) (a—B—1)¢*
2a—23—1 T, 4a—T1
1.2 (a—B)* (—p) B 2 1.2(2—p)* (—p) *~F
(e—B—1)(2a—208—1)q"  _ _ Bla—B—1)(20—28—1)q*
3a0—38—1 =L RS 40—1
1236—8%—p) 7 Lg =gt ( —p) =
(a—B—1)(20—2B —1)(3a—3B—1)q* _ (a—B—1)(22—23—1)(3a—3p—1)q*
vt ST R 4o 1 3 Rl
. 1.2.3.4u—BfY —p) “F =z 1.2.8. 4 (a —B)*(—p) *¥
a ze

— (2628 + 2668* — 68° + 260 + 118° — 6B — 6o 4 11a®

4

—6a+1) q —=
1.2 3 4(a—B)i(— p) *—F

_ @+ 88— D2+ 28 —DFa + B — I)g*

40—1 !

1. 2. 3. 4(a—B)* (—p)*—F

wynika ztad wzér

st = g (a+B8—1)g? (@ + 26— 1) (2a 4 B—1) ¢
BN = gy T Ba—1_
te—Birp) Y 1.2 (@—p)* (—p) *~ 7 1.2.3 (a— B)* (— p) =B

> (¢ + 38 — 1)27 + 26— 1)(32 + ﬁ—])q4
.40t~l
1.2.3 4(a—B) (— p)* 8

_____ B Gl s 9 ol ol ST S o 8 RS

noe—1

1.2.3 4 ... n(a—B)" (— p) °—7

6. Poniewaz

((n—l)(z-{- B—l) ((n — x4+ 23 — 1 ) e w
= (—Da + f—1) ((n—2)a+ 26—1).. (e+(n—1)6—1) (0 knB8—1)( (nt+1)f—a—1)((n+2)8—22—1)... 1,
mozna uczynié
C((—Da + B—1) ( (n—2)a+26—1) ... (» + (n—1)B—1)

_ (=D + =) ((n—22  B—1) . .. .. 1 .
~ (B—=1) ((nt1)B—2—T)((r+2)p—2e—1) . .. 1 °’
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a wtedy powyzszy wyraz ogdlny przybiera Ksztalt taki:
((n—1)a4-B—1)( (n—Rat2p—1) , ., .. 1¢°

nou—1

n(n—1) .. 1 (nB—1) ((n+D-a—1) ... 1a—B)" (—p)*—#

T,=

Teraz w iloczynie

((n—D)e 4+ f—1) ((n—2)a + 28—1) . ... 1
jest
1=m —k)at+ B —1,
no — 2 .
a —fB °
zawiéra on wiec
ne — 2
@ — p
. ezynnikéw i dazy do
no
(ne)*=F
W owym za$
W - D((n+1)8—a—1)((n+28—2—1),,, B 1
jest

1w dp, o &= 1) B = =gt

_nlk— 2 [
k_ a—ﬂ +1)

zawiéra on przeto

nB — 2
S —
czynnikéw i dazy do
np
mR)*—F.

kiedy réwnoczesnie iloczyn
nn — I)(n — 2)...1
dazy do »".
Dla nieskonczenie wielkiéj wartosci », bedzie wiec
nm
gt (na)® P g~
nﬁ_‘ ne

nn( nﬂ)o:,‘-i (a—ﬂ)“(—p)“"ﬁ

np no j
B (a—p)"(~p) *—F
a zatém

o
n a—RB
lim \/ Tn — —-—ﬂ‘__v___a_“,q“____

o

8e—8 (a—p)(—p)>—8
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Dopéki wiec liczebnie jest

o

@ q
57 (a — 8) (—p)*—P
wzér (B) daje «—f piérwiastkéw réwnania (1).
Ten stosunek wspdlczynnikéw p i ¢ jest odwrotnym wzgledem tego, ktéry wymaga za-
stésowania wzoru (A); daje on wiec wtedy owe «—@ piérwiastkéw, kiedy wzér (A) zastésowa-

nym byé nie moze.

7. Pozostaje nam # piérwiastkow réwnania (1), ktérych wzér (B) nie wyraza. Dziele
wiec jeszcze réwnanie przez p i klade

-;‘7 o s 20
el SRRl
(=17 | aan(o )
(1261 2t (e—D2e—1)(3—1) e
3[9_! pB L}ﬂ—l p‘ .....
1 2.3(53(— %) B 1.2 3 444 (— .%.,) B

bedzie
B T A
S e
=
i ()
o E a—fl1 2a—2641
e el e
1=af 2a—2f+1
24" - A st o L |
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a przeto 2)
R a—.,'?~; 1 2re—28+1
RIA b o S S IR R
£ P) BP( P) AT | P)
Te za$ trzy wyrazy daja
¢ 20— f8 3a—2f
) T 72
a_ —9-: a2 —~Z 1(3ﬂ—ﬂ) —g
A _( p) Bp( p) 12{3’2}72( p)
Zﬁ 3(¢—~6
20:__ q i _2_1 S i
- _(—?) = ﬁﬁ( P)
2
3 B
X = (— »%) ..... s
wiec
1_—@_ 2 3a—38 +1
X i e A a3z — f) q g .
_5_(_?) D= s — S (__p_) ..... ;
1—_23 Ja—33+ 1
i e gEE Wi 2@ —D( g, ° .
1.2B=(‘7.7) 7 "—--'+1.2—.asps—(—7) '''' ’
1-38 : 3a—3B+1
(B—1) (28—1) (e )ﬂ 2" _ (1) (2—1) (2 ) P .
1.2.36° P Pt 1. 2.38%° P R
a ze
‘3u—3ﬁ'4x
B
— (94~ 9a a2~ 364 1) 5 g = (= <)
3a—33+1
_ _ (Ba—B+1)(3a—28+1) (— g) 4
1. 2. 3 %3 P
bedzie 3)
1 a—pf+ 1 20—-20 +1
B : o A
AN s B (L 2o—Git 140 g
7 & (__ ;3) fp (‘— P 1.2 %* ( p)
3a-38:1
x (Ba—L - 1)(Fa—20 +1) (’_ q_) 8
1.2.36%° p
Toz samo dzialanie poprowadzone daléj daje nam
K X oo o,
- g : A (3¢ - 8) B 2(16a°— 128 + 289 ( gy *
o JEhan T, 9 /o Aol ol il ¢ S 1
2" = p) Bp( p) t 1 zE,s | }—,,) 1.2.3 6%° ( 3,
—2_u Ja—p 4f$”f_2‘?
e I S B el (o g -
P o v b’ r e
3_a qa—/
3a= - g B N 3 i B y
e = p) fp = ‘
4_a
B

13
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wiec
1—A8 4a—4B+1
7 g\ ? 2* «(16a®— 128 + 8% ( ¢\ P
== _ﬁ (— .;) p—-—-—— ..... + 'f2.'3 ﬁ-lpG ( p) %
1—28 4e—4B 1
_E=2 gy ¢ 2 _ . : :
: p) = T3 e ( -
Lo o ge 4t
_ D@D ) Ly ¢ S2@=D@—1) ) 8 .
1.2.303 P p° W 1.2.30%° P s
1- 4B ga—aBiL
_ =D @60 (8—1) (_ ) B2t (a—D(28—1) 3p—1) (- 4) é
12.3.48% P g - 1.2.3.4p%* p

€o czyni razem

(64a® — 9623 + 440B* + 48a® — 48ef + 124 — 6p3

qa—4B 41

i
4 1788 — fprep gy — M- (= T
) 1.2.3. 4p%p* ( p)

40—4B 1
_ (fopr (a2 1) Sl (_ g) P
s 1.2, 3.4 'p* P

I tak otrzymujemy wzér trzeci i ostatni

1 a—f.1 200—2B+ 1
. Bad- 1 B 20—f + 1 B
e phendeit s L fs 9
= | p) Bp( p) +1.2@2p*( ,,)
30—38+1
_ (Ba—P41) (3a—2p+1) (_ 9 B
1. 2. 38%° »
42—48+1
4 (4da—P+1)(4a—2B+1) (4a—3B+1) (_ _q) L3
1.2.3.4 p4* p
na—nB+41
(na—B8+1)(na--23+1) . . . (na—(n—1)B+1) q O
= 152 3.4 . nept = (_ P_) + R, .

8. Granice ilosci Q/Z znajdujemy tu tém samém przeksztalceniem, ktérego uzyliSmy
przy wzorze (B).

Jest bowiem
(ma—f + 1) (ne—20 + 1) ... 1
= (na—B + I)(na— 28 + 1) ... (ne—(@—1p + 1) (na—nB+1) (na—(n+1)B + 1) o 1
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a przeto
(na— 8 + 1) (ne—28 + 1) ... ( na—(n—I1)B4 1)

_ Ca— Bt Dy(na—<BB 1) .-
= (na — nb + 1) (a—(uDB + 7) .. .1’

noa—nB+1
P - (ne—p + 1) (na—28 + 7). . .1 (_ _q) B
T a(n—1) .. I(na—np + 1) (na——(n-f—l)ﬁ‘f‘ 1)..18° p* P

Teraz w iloczynie

(ne—B + 1) (na — 28+ 1) ....1
mamy

1 =ne — k3 + 1

_ ha

B 1
zZawiéra on wiec
n«
B
czynnikéw i dazy do
na
(me) ® .
A w iloczynie
(na — nf J,—])(na—(n+ 1)(3+1)....1
mamy
l1=n2a —(n +k—1)8 +1 ,
k:—n(a_ﬁ) + 1;
ﬁ b
a zatém
n(e—8)
e i
czynnikéw. Dazy on wiec do
ne-B)
(n (a—ﬁ)) B ;
gdy oraz iloczyn
n(n—1). . .1

dazy do »" .

Dla nieskonczenie wielkiéj wartosci », bedzie wiec

i na—B)
T, = - ;‘”—B—(f =5 ;
n® ((n(a—B) ) 8 gmp"
'é“ n((‘B—B)
SRS BT

(@—B) B pope
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a przeto -

R e "

Gdy wiec liczebnie jest
ek
ZF‘ ¢

a—3
(x—8) B 3

wzor (C) daje owe 6 piérwiastkéw niezawartych we wzorze (B). Gdy bowiem

o

CL—-B
o
B g T <Gl U

5B (a—p) (—p)— B

jest takze

ou— « a—R3

B | B w—B i
- (e P

(e —8)F @p =B (a—p) (— p)*—F

9. Wzory (B) i (C) uzyte réwnoczesnie dajg wiec wszystkie piérwiastki réwnania (1).
Aby je otrzymaé¢, nalezy wstawia¢ nastepnie we wzorze (B) na miejscu (__p)“_B wszystkie piér-
wiastki

z = (—p )a:B ( cos fkfig = V=12 sl 31:))

W) ~

o —

rownania g + p = 0; a we wzorze (C) na miejscu (— % wszystkie piérwiastki

B Ok b=

( 008 = + \V—1 sin 5_)

- (-3
q

L - B
réwnania 2z + B =

Wige w przypadku do ktérego nalezy te dwa. wzory, piérwiastki réwnania (1) wynikaja
z wartoSci rzeczywistych i urojonych, zawartych w parze powyzszych dwdéch wyrazéow.
W obecném przypuszczeniu bedzie wiec miato réwnanie:
1) Wszystkie piérwiastki nrojone, jezeli « i & sa parzyste, p i ¢ dodatne;
2) Jeden piérwiastek rzeczywisty
a) Jezeli @ jest nieparzyste, 5 parzyste, p i g tegoz samego znaku;
b) Jezeli =i 8 sy nieparzyste, p dodatne a q jakiekolwiek;
3) Dwa piérwiastki rzeczywiste
a) Jezeli =i £ sa parzyste, ¢ odjemne a p jakiekolwiek;
b) Jezeli = jest parzyste, # nieparzyste, p i g jakiekolwiek:
4) Trzy piérwiastki rzeczywiste
a) Jezeli @ jest nieparzyste, & parzyste a p i ¢ maja znaki przeciwne;
b) Jezeli « i § sy nieparzyste, p jest odjemne a g jakiekolwiek;
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a przeto -

i VI = 9"

Gdy wiec liczebnie jest

al
w—

7B
Sl
— | p) = 14
(2—8) F gp
wzér (C) daje owe 6 piérwiastkéw niezawartych we wzorze (B). Gdy bowiem

b
2
W S

g B (a—p) (—p)o— B

3 e e T
SRS A

(¢ —8) B Bp BB (a—B) (—p)*—B

jest takze

9. Wzory (B) i (C) uzyte réwnoczesnie dajg wiec wszystkie piérwiastki réwnania (1).
I
Aby je otrzymaé, nalezy wstawia¢ nastepnie we wzorze'(B) na miejscu (-_p)"‘_B wszystkie piér-
wiastki
i

z = (-—p)a_s ( cos fkﬁ + V—1 sin 025)

1
B d q 3 ; Y A ;
4+ p = 0; a we wzorze (C) na miejscu (— 1;) wszystkie piérwiastki

o
réwnania «

1
£ = (——%)B ( Cos l;; 2t =i Bim J—l‘;—)
) ey
réwnania & + AT 0.
Wige w przypadku do ktérego naleza te dwa, wzory, piérwiastki réwnania (1) wynikaja
z wartosci rzeczywistych i urojonych, zawartych w parze powyzszych dwdéch wyrazéw.
W obecném przypuszczeniu bedzie wige mialo réwnanie:
1) Wszystkie piérwiastki urojone, jezeli « i £ sy parzyste, p i g dodatne;
2) Jeden piérwiastek rzeczywisty
a) Jezeli « jest nieparzyste, # parzyste, p i ¢ tegoz samego znaku;
b) Jezeli =i @ sa nieparzyste, p dodatne a g jakiekolwiek;
3) Dwa piérwiastki rzeczywiste
a) Jezeli » 1 @ sa parzyste, ¢ odjemne a p jakiekolwiek;
b) Jezeli « jest parzyste, # nieparzyste, p i ¢ jakiekolwiek:
4) Trzy piérwiastki rzeczywiste
a) Jezeli « jest nieparzyste, £ parzyste a p i g maja znaki przeciwne ;
b) Jezeli « i B sa nieparzyste, p jest odjemne a ¢ jakiekolwiek;
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5) Caztéry piérwiastki rzeczywiste, jezeli « i § sa parzyste, p odjemne a ¢ dodatne.

10. Z tego co poprzedza wynika, ze zwiazki liczebne

G—B o
(—Bfe—8 5 _
o a—f
a (—q)
a a—f
et IR

8 () (—p)"
oznaczaja dwa systemy réwnan trzechwyrazowych.

11. W szczegblnym przypadku, kiedy stésunek wspélczynnikéw znajduje si¢ na granicy
przedzielajacéj owe dwa systemy, rownanie (1) moze mieé¢ pierwiastki wielokrotne. Lecz azeby
to nastapilo, niezbedném jest, aby w réwnosciach algiebraicznych

o a—B 1

e« (—q) =

JEA = —_a—_ﬁ )
((—ﬁ)B (a— ) )

B8 a—f @ e
Bilife—=8) @8 p) \o=;
l] T ( ( o p) ) B ]
a
ktére réwnoczesnie powinny mie¢ miejsce, drugie strony byly rzeczywiste. Gdy te warunki sa

dopelnione, réwnanie pochodne

a—B
ax + Pfp =0

daje piérwiastek wielokrotny.
Przypuszczam najprzéd, ze wykladniki = i # nie sy obadwa parzyste. A zatém przy-

padki, ktére tu wydarzy¢ sie moga, sa nastepujace:

1) e =2r + 1, B = 2t + 1;
wiec
27 +1 2r—a2t 1
B e N ) =T
p= ( 2t 20—2t )

(—at—1)  (2r—20)

Jest odjemne, a

28+ 1 2r—2t 2741 i
(24D (2 — 2) P v
4l = )

27+ 1

2r+ 1)

dodatne lub odjemne.
2) 2= 2 + 1, = 2% 5
wiec

2r+1 2r+1—21 1

P ( 2rt 1) (— 9 N
(— 20" arp1—2™ "

jest odjemne, a
+1—21 27r+1 1

2t 27
g i ( (2¢) (2r+ 1—2¢) p )—2,. T e
2r+1
(2r+1)

dodatne;
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3) y e e & = W o T8

2r—2t—1

27 1

(2r) (—q) ar

Pa= ( 2:+x ? 2r—2f—1 ) ¢
(—20—1)"  (2r— 2t—1)

jest dodatne lub odjemne, a

2t

( 2+ 0 o— s — 1)

— I 27 I
(*+p) )27’-~ 2t—1

2r
(27r)
jest dodatne,

Jezeli wiec

1) =i B sa nieparzyste, réwnanie (1) takie przybiera znaki
x — pwﬁ *+q9 = 0;

a ze wtedy 2—8 jest liczba parzysta, réwnanie pochodne

awa—l—Bpr_l = 0

daje owe dwa piérwiastki rzeczywiste
a—B
= zt3 ( @ )

Piérwiastek dodatny odpowiada wartosci dodatnéj ilosci q.

Wistawiajac go i warto$¢ dodatna ilosci ¢ w powyzszém réwnaniu, mamy najprzéd

I 1

BB — B o —

(L2 )7 o (B e (B2 ) =0,
o o4 a
a czyniac
.o B e g R fon e
(B 7o (L) G E Ll
a a a a
otrzymujemy ostatecznie
e e Ty e S
(TR (16 0 S PR S A R
a a

Dla warto$ci odjemnych piérwiastka z i ilosci ¢, toz samo przeksztatcenie daje nam

Bty R
eopift 2 g e (PR S

a "3

2) Kiedy « jest nieparzyste a P parzyste, réwnanie (1) jest takiém

wa—pw3+ g =20
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a réwnanie pochodne ma jeden tylko piérwiastek rzeczywisty

= (2]

o

poniewaz wtedy = — B jest liczba nieparzysta. Ten za$ piérwiastek wstawiony w powyzsze ro-
wnanie, daje

1 I

Bt e

= Boe
G—o) (B2 Y4 g (E2)7 = 0,

&% o

3) Nareszcie, kiedy « jest parzyste a B nieparzyste, moze by¢

.-va—i- pa:B +Eg= 0
albo

,'r,,'u—— p.’L‘B - RON—WOE;
a ze wtedy =— B jest nieparzystém réwnanie pochodne daje

T =

(- &)
lub
o= ( Pocﬂ )“—BV H

podstawienie za$ tych piérwiastkow w odpowiednych réwnaniach prowadzi zawsze do

1

B oo o e o
(3—o (E2-) B+(w—m(iiﬁ—) = 0.
o A
Widzielismy w {ém co poprzedza, ze kiedy réwnanie pochodne daje dwa piérwiastki rze-
czywiste, wielokrotne piérwiastki, ktére one wyrazaja, do dwéch réznych réwnan naleza.
Wiec réwnanie
xu—!— p.z'b A5 g O
w ktorém wykladniki 2 i & nie s3 obadwa parzyste, moze mie¢ tylko jeden wielokrotny piér-
wiastek rzeczywisty.
Piérwiastek taki
V= a \/_—1
wprowadzitby wtedy wartos¢ urojona w piérwsza cze$¢ réwnania i nie spelnitby przeto oznaczo
nego w niém warunku.
Nie moga téz réwnania trzechwyrazowe zawiéra¢ wielokrotnych piérwiastkow tego ksztattn
z=axb\—1
albowiem jedna nieroziaczna para dwukrotnych takich piérwiastkow wymaga juz pieciowyrazo-
wego réwnania czwartego stopnia, ktdérego nie sprowadzi do tréjmianu, czynnik z innych piérwiast-
kéw wynikajacy.
Przypuszczam teraz, ze w rownaniu
ma—}— pxﬁ + g =20
wykladniki « i B sa obadwa parzyste. Podstawieniem

e y lub m4(m+’) =
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gdzie m moze by¢ zerem, otrzymamy nowe réwnanie zawiérajace tezsame wspé6tczynniki, a w kto-
rém jeden przynajmniéj wykladnik bedzie nieparzystym. A jezeli w niém
y= Q
jest piérwiastkiem wielokrotnym, bedzie
1 |
o Q2(21n4 1) lub 5 — Q4(2m+1)

odpowiednym piérwiastkiem réwnania pochodnego

9

o + Bpx =0 .

I mogy sie wydarzy¢ nastepujace przypadki:

1) Wszystkie tegoz piérwiastka wartosci jednomianem wyrazone, beda wielokrotnémi piér-
wiastkami danego rdéwnania, jezeli w niém wstawione nie zmieniaja znakéw jego wyrazow.
W réwnaniu

2
x5 — pzt4- —Z— =0

zaden z piérwiastkow
1 1 1

= B e () o= BV - - )T

7

réwnania pochodnego
8x" — 4pa® =0
nie zmienia znakéw i wszystkie sa w niém wielokrotnémi ;
2) Toz samo nastapi, jezeli tegoz piérwiastka wartoSci urojone zmienia w réwnaniu da-
ném znak jednego tylko wyrazu. Tak jest w réwnaniu

2

.7:4-|~p.z'9+%=0

gdzie obadwa piérwiastki

2
- = BV e @) V=1
réwnania pochodnego
4a3 4+ 2px = 0

zmieniaja znak drugiego wyrazu i sa wielokrotnémi ;

3) Gdy za$ w mowie bedace wartoSci urojonc zmieniaja znaki obudwéch piérwszych wy-
razow, a otrzymane piérwiastki wielokrotne sa rzeczywiste i urojone, naleza one do dwdch ro-
wnafi, rézniacych sie tylko znakiem ostatniego wyrazu. Réwnanie pochodne

62®* — 2px = 0
daje te cztéry piérwiastki:

1 I I I

() == () e m (B VT - — () v

Piérwsze dwa rzeczywiste sa wielokrotnémi w réwnaniu
3

2

Pz

.z's—pac"—i-.Q(-

(YR~
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a dwa ostatnie urojone, ktére zmieniajg znaki obudwéch piérwszych wyrazéw, sa wielokrotnémi
w réwnaniu

5
28 — px® — 2(—%—)2

12. Pozostaje nam sprawdzié, czy wzory (A), (B) i (C) moga shuizy¢ do wyprowadzenia
jednokrotnych piérwiastkéw réwnania (1), kiedy jest liczebnie

8 «—f a
(—8) (“_lg) NP, Al g
) CEL T e ol 2
x (—9)
albo, co jest tém samém
a oa—f
= g < = 1.

g —f
fe—0 (-p
Zbieznos¢ lub rozbiezno$é szeregu
Q=t¢t, +¢t +¢t +...¢t. + R, ,
w ktorym
lim n\/“tf =1,

nie moze byé wykazana bezposredniém poréwnaniem z pewnym postepem jeometrycznym. Wtedy
uzywamy szeregu

i 1 1 1
S=1+F +3T+....+(nw+rn+,
w ktérym stosunek
faky ey )P
1. ek e
£ B
n n

dazy do jednoSci.
Widzimy juz, ze wyrazy jego postepuja, malejac nieograniczenie.
Teraz zatrzymujac sie przy wyrazie

i 8
CEE
znajdujemy w pozostajacych wyrazach takie stosunki:
n + 2 1 1 1
at2)" = at 2 i (n+ 3)= 0 (2nt3)m
2n+ 4 1 1 7l
@t o = @i T o@rer T Gty
Idn+ 8 Jl 1 1
LT =T, et -
(4nt8)™ = (4n+8)m i @i R e 0 (8n + 19)™
a ze réznica
1 7 mn™~' -+ % m(m—IDn™"4 . . .
(¥t 2" mt3= (0" + b + 6)"

maleje nagle, kiedy = rosaie, idzie zatém, ze biorac » coraz wigkszém, strony tych nieréwnosci
staja sie coraz mniéj nierdwnemi. Wiec suma piérwszych stron tych nieréwnosci jest granicy, do
ktoréj dazy reszta r.., szeregu S.
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Otéz kiedy jest m = 1, ta granica daje postep jeometryczny zbiezny
f 1 1 1 1
('n——{-_‘_?jm_.'(l + w1 + -2—2;:_—2 + _?ﬁ:q p e -
ktérego suma jest
2m—1
(2m—l_—1)(nT|_ ?)::1 ¢
Mamy wiec wtedy
-
@TI‘_WTJ)_T_I > Tatr
a ze piérwsza strone téj nierdwnosci mozemy uczyni¢ tak mala jak chcemy, biorgc » dostatecznie
wielkiém, toz samo oczywiscie z druga jéj strong nastapi¢ musi. Szereg S jest przeto zbieznym.

13. Wyobrazmy teraz przez
Q=1 + 4 4t b el +Rn+l
szereg, ktérego wyrazy wszystkie maja znaki jednakie i od pewnego miejsca postepuja, malejac
ciagle i nieograniczenie, a przez

tn+| =i 9
t _l_n 1

w

X n} —R PO G
stosunek jego dwoéch po sobie nastepujacych wyrazéw, ktéry dazy do jednosSci.
I niech bedzie 0 > 7, a m liczba mniejsza od ® a wigksza od jednoSci.

Dla wartosci dostateczunie wielkiéj », bedzie

to jest

a zatém poczawszy od téjze wartoSci n, wyrazy szeregu ¢ beda maleé nagléj, niz wyrazy sze-
regu zbieznego

L] 1

§=14 9m i o

i nakoniec begda mniejsze od wyrazéw odpowiednych tegoz szeregu. Wiec szereg ¢ bedzie takze

zbieznym.

I,,

Kiedy dla otrzymania ilosci 9, bierzemy stosunek
)

n 0k 00+ 1)k?'
e ST
(n+k)
zamiast tego
0
p 800 4-
W e e
(n+1) :

dostateczném jest podzieli¢ przez k wspélczynnik drugiego wyrazu w szeregu, przedstawiajacym sto-
sunek
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14. WeZzmy stosunek

k
7., _ (—w+k)p—1)(2e—(+HB—1)...((n + k—Da— @+ Hp—1)p
T 3 (a—B)k
(tD)(nt2) ... (0 + k) (a—np—1) (22 —np—1) . . . ((n—1)a—nf—1) ak(f q)
ze wzorn (A). Poniewaz w iloczynach zawiérajacych wykladniki « i B czynniki z obu stron
maleja ku Srodkowi, réwnam czynnik nieoznaczony
ma — (n + k) g — 1

wyrazu T.i«, z piérwszym czynnikiem

a — nfl — 1
wyrazu 7, ; i z réwnania
me — (ntk)B—1=a—nf —1
Wnoszg:

m:iﬁ*i- 78

@
Otéz m jest liczba cala, a zatém najmniejsza wartoscig ilosci & bedzie = Wiec
m =034 1.
Piérwszy przeto czynnik wspélny bedzie
G+ Da—(r+ao)p—1,
a poprzedzajacy go bezposrednio w wyrazie Ty, o,
B —mt+ta)p —1.
Teraz réwnam ostatni czynnik
(mn — 1)a —np — 1
wyrazu 7. z czynnikiem nieoznaczonym
(n +a—ua—(n+ o) — 1
wyrazu Tri«; a z réwnania
m—1)a —nf —1 =(mn+a—wa—(n+ ) — 1
otrzymuje
v = a— P41
Ostatni wiec czynnik wspélny bedzie
n+pf—NHe—(C+aef—1,
a bezposrednio po nim nastepujacy
(mn +R)a—(n+a)p —1.
Nareszcie, poniewaz

k a
M SN - u . T
(o—B)k 5 a—-f§ ?
o o S oA b
a
P - 1
« a—p = g R T !
« (—q) (—8) (e— 8)
wediug przypuszczonego zwigzku liczebnego

GLghidl mptes: o

= 1
a a—f
2 (=9
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powyzszy stosunek przybiera wyraz taki
(e—(n40)p—1 ) (22—(n + )f—1) ... (Ba—(n 4 @)i—1) ((nt-E)a—(n + 2)p—1)

St s S IGEIRIRS ) 6 L) (Cleacla—6 el )
L m+I)(n+2) .. .(n“i'oc)(—B)B(at—ﬁ)m—‘3
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a przeto w powyzszém przypuszczeniu wzér (A) daje szereg zbiezny.

15. Dla wzoru (B) klade
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Czynniki tych iloczynéw postepuja rosnac. Réwnam przeto piérwszy czynnik
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Poniewaz m jest liczba cala, najmniejsza wartoscig ilosci & bedzie *— 8 ; a zatém
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Klade teraz
m—1Da+B—1=M%+a—B—uat u—1,
réwnajac nieoznaczony czynnik wyrazu Ty..—g 2z ostatnim czynnikiem wyrazu 7, ; co daje
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a przeto w obecném przypuszczeniu wzér (B) daje szereg zbiezny.

16. Nakoniec stosunek
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Klade wiegc
m+kya—mB+1=na—p+1 ,
rébwnajac czynnik nieoznaczony wyrazw T,k z piérwszym czynnikiem wyrazu 7,; a z tege
réwnania wynika
ok

m = T + I .
Ze za$ m jest liczbg cala, najmniejsza wartoscia ilosci % bedzie &; a zatém
m=a -4 1.
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Klade teraz
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wiec
(= —E‘ =~ 1 ’
a przeto W obecném przypuszczeniu wzér (C) daje szereg zbieiny.

Kiedy wiec stosunek wspélczynnikéw p i ¢ znajduje si¢ na saméj granicy przedzielajacéj
dwa systemy réwnan trzechwyrazowych, wszystkie trzy wzory (A), (B) i (C) uzyte by¢ mo-
ga. ldzie zatém, ze gdy w takim razie réwnanie nie ma wielokrotnych piérwiastkéw, ilosé jego
rzeczywistych i urojonych piérwiastkéw wynika ze wzoru (A). Czasem atoli wzory (B) i (C)
daja nagléj zbiezne szeregi.

Piérwiastki wielokrotne moga byé¢ takze wedlug tychze wzoréw wyrazone. A ze zaden
z nich nie moze da¢ dwéch réwnych piérwiastkéw, réwnanie ma wtedy tyle piérwiastkéw rze-
czywistych i urojonych, ile ich wzory (B) i (C) dostarczyé¢ moga.
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