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ych. 

vVSTĘP. 

Teoryja rozwinięcia funkcyj niewyraźnych zawiera rozwiązanie równań trzechwyrazowych. 1) 

Tam to owe trzy wzory szczeg·ólne, wyrażające pierwiastki tychże równań, wyprowadzone 

�ą z ogólnego wzoru, który daje wartość jakiejkolwiek funkcyi niewyraźnej. Jest on dla fnnkcyj 

niewyraźnych tern samem, �zem są dla fonkcyj wyraźnych wzory TAYLORA i MAOLAURENA. 

Ten atoli wzór ogólny u tanowionym jeRt za pomocą rachunku różniczkowego. I dla tego 

w mowie będące trzy szczeg·ólne wzory, dane jak to w teoryi rozwinięcia funkcyj niewyraźnych 

uskutecznionem zostało, do niższej algiebry wprowadzone być nie mogą. 

Zaprzeczyć też nie można , że w rachu�ku codziennym wydarza się często potrzeba ro:1;­

wiązania jakiegoś równania trzechwyrazowego. Z tego więc powodu zdawało mi się rzeczą nie­

zbędnie potrzebną przenieść rozwiązanie tych równań na pole njższej algiebry. 

Do ustanowienia wzorów używam powszechnie znanego wzoru NEWTONA. J estto ra­

chunek nierównie dłuższy, ale ściśle elementarny. Nie sprowadza też żadnej dalszej niedogodno­

ści, bo przy użyciu wzoru powtarzanym nie będzie. 

W krótkich słowach te tylko wykazuję warunki zbieżności szeregów, które bezpośrednie 

otrzymują zastósowanie. 

Ponieważ pierwiastki wielokrotne dają się wyprowadzić z równań pochodnych, które tu są 
<lwuwyrazowe, poprzestałem na tej wskazówce w teoryi rozwinięcia funkcyj niewyraźnych. Teraz 
zaś idę dalej. Wykazuję jakie wtedy są znaki wyrazów i w każdem przypuszczeniu pierwiastek 
wielokrotny wyznaczam. 

1) Pamiętnik Akademii Umiejętności w Krakowie. Wydz. matem.-przyrodn. T. III, str. 155-188 i T. IV str. 1-62. 
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2 JÓZEF TETMAJER. 

Ażeby zbieżność · szczególnych szeregów, wyrażających w takim razie jednokrotne pier­

wiastki, jaknajjaśniej okazać, uwzględniam z osobna każdy z tych trzech wzorów. Dołączam 

nakoniec sposób obliczenia pierwiastków rzeczywistych i urojonych, które wtedy dane równanie 

zawierać może. 

Winienem jeszcze wskazać miejsce, które najstósowniej zająć może w nauce obecne roz­

wiązanie równai:t trzechwyrazo�ych. Każde dzieło trygonometryi zawiera twierdzenie MOIVRA 

i z niego wynikające rozwiązanie równań dwuwyrazowych, których znowu bezpośredniem na­

stępstwem jest rozwiązanie równań trzechwyrazowych. Tak zbogacona trygonometryja nie tylko 

dostarczy nowego dogodnego narzędzia do praktycznego rachunku, ale oraz rozwiązanie równań 

dwuwyrazowych, dotąd tak mało w tym rachunku użyteczne, a które tu w każdym przypadku 

daje ilość pierwiastków rzeczywistych i urojonych, do wysokiej wartości podniesie. 

Kraków, 10 Stycznia 1879 r. 



ROZWIĄZANIE RÓWNAŃ TRZECHWYRAZOWYCH. 

I. Wszelkie równanie trzech wyrazowe może być tak wyrażonem 

(1) a fl X + p,V + q = 0. 

/ 

Przypuszczam oraz, że współczynniki p i q są ilościami rzeczywistemi. 
I kładę najprzód 

1 

X = (-q - pa/) 

a ten dwumian rozwijając według wzoru NEWTONA, otrzymuję szereg następujący: 

3 

fl 
z=(- q)a _ -�p_x __ 

3{1 

__:__ (a-1) (2a-1) p 8x 4{1 

_ (a-1)(2a-1)(3a-1)p4x ..... 

a-I 2a - I 3� - I 4a-1 

a, 

1.2.3. 4 a4 ( - q) a(- q) 
a, 

1.2a2 (-q) 1. 2. 3 r;.
3 ( - q) 

a, 

z którego ciągłem podstawianiem coraz więcej przybliżonych wartości ruguję nieznaną x. 

będzie 
1) Dla x = ( - q t 

X = ( - qr - _:._
P

_a- fl-1 

a(- q) a, 

a przeto 

więc 
f1 

px 

a-I 

fJ f!__ 
x =(�q)'x. a- 2{] 

IX ( - q) a, 

p 
a:.._ fl -I 

+ 

a (- q) a ce( - q) a 
. 2{1 

(r1.- 1) p2x 

. . . . . ' 

2a-2{1-1 

a 

(a-1)p 2 

2a- I 2a-2/.J-1 

a zatem 2) 

X= (- q) a 

--

a 

p 
a.-fJ-1 

CX ( - q) a 

1.2a 2 (- q) a 

(a-2�-1)p2 

2a- 2{1-1 

1. 2 (J. g ( - q) a 
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więc 

JÓZEF TETMAJER. 

Dla powyższych trzech wyrazów będzie zaś 
p 

p ,--; X·= (-q) -

. 
2{] 

�p 
a- 2/J 

ex( - q) a 

�(a-3f3)p2 

2cx.-38 
1.2ci.9·(-q) a 

2P - 2/3p IX = (-q) a 
- ---=---a----3

:c-
{ł • • 

3{] 3P -
X = (-q) a 

fJ 
pa: 

--=---- =. 
a-1 

a( - q) <» 

ex( - q) a 

+ 

2a - I 
. . . • . . . . . .  + 

1.2 ex"(-q( a 

3{l 
(a- 1)(2ex- 1)p 3x 

3a- I 

1. 2. 3 a3( - q) a 

�(a-3�)p3 

, 3a-3{J-I 
1. 2 a 3( - q) - a 

2B(cc-1)p3 

3a-3{J-I 
a 

(a-1) (2cc-1)p 3 

3a-3{J-r . ' 

a te ostatnie ułamki sprowadzone do jednego 
1.2.3cc3 (-q) a 

mianownika czynią razem: 
' 

\. 
. 

I tak mamy 3) 

X = (- q) a 
-

p 
a-

C( ( - q) a 

1.2,3a 3
( - q) a 

( cc-2�- l)p 2 

2a-2{J-1 
a 

(a-3/3-1)(2cc -3/3-1)p 8 

3a-3{J-1 ' 

1. 2. S a3 ( - q) a 

( cc-3 (3 -1 )( 2a-3B-1)p 8 

3ci -:-3{1-I 
· 1.2.3cc3(-q) a 

Biorąc teraz te cztery wyrazy otrzymujemy następnie 
{J 

/ = (-ql' -

2{1 

= (-q) a - a - 3(] 
cc(-q) a 

3(:Jp 
a-4/J 

ce( - q) a 

. ' 

�(a-3�)p 2 

w-3(] 
1. 2. a 2( - q) a 

�(2a 2 
- 12a� + 16�CJ.)p3 

3a-4{J 
1.2.3 CJ/( - q) a 

! 
• • • • • • ., l 

. . . . . . . ' 



więc 
13 

px 
a-1 

a(-q) . a 

2{l 
(a: - 1)p 2x 

2a-r 

3a-I 
1.2.3a3( - q) a 

ROZWIĄZANIE RÓWNAŃ TRZECHWYRAZOWYCH. 

+ �(2a 2
- 12a� + 16{1 2)p 4 

4a.�4p'- I 

1. 2. 3a 4 ( - q) a 

�(a-1)(a-4�)p4 
• • • • • • • • • + --- 4a-4/3- I 

+ 

1. 2. a4 ( - q) 

B(a-1)(2a-1)p4 

4a-4{]- I 

1. 2a' ( - q) a. 

. . . . . . 

4{] � (a-1)(2a�1) (3a-1)p4x {a--1) (2a-1) (3Ct.-1)p4 

4a-4{l-1 
1. 2. 3, 4a4(- q) a 

co nam daje 
1. 2. 3. 4a4 {-q) a 

p4 (44a'i� - 96a� 2 
- 48uB + 64B3 + 48� 2 

+ 12(1 - 6a3 + 11a'l - 6a + 1)-
f] 4a-4 -I 

(a-4{1-1) (2a-4�-1) (3a-4�-1) p
4 

4a-48-1 

1. 2. 3. 4a4 ( - q) f] 

1. 2. 3.4a4 ( - q) a 

5 

a tak prawo, według którego postępują wyrazy szerega, staje się już oczywistem i daje n&m. 
wzór następujący: 

(A) X� (- q) a p (a-2�-1)p'l 

n-f/-I 2a--2f]-1 

a(-q) a 1. 2a 2 ( _ q) a, 

(a- 4�-- 1)(2a- 4{1- 1)(3a-4B- 1)p4 

4a-4{]--- I 

1. 2. 3. 4a4 (- q) c.c 

(a-3{1-1)(2a-JJ{J-1) p 3 

3a-3p'-I 
1. 2. 3a 8(- q) a 

_ (a-n�-1)(2a-n�� 1) ... ( (n- l)a-118-1) p n 

na--nf] -1 

1. 2. 3. 4 , , , WJ.n (-q) a 

2. Kiedy można wykazać zbieżny postęp jeon;ietryczny, którego wyrazy od pewnego miej­
·sca pozostają ciągle większemi od wyrazów szeregu 

s = f o + t1 + t'}. + , , , t O + r n +1 , 

szereg S jest także zbieżnym. 

Do wyznac�enia tego postępu jeometryc�nego używamy ilości 

vr: 
i badamy jej po sobie następujące zmiany, jakoteż granicę, do której ona dąży dla coraz więk­
-szych wartości wskazówki n. Gdy na granicy 00, znajdujemy 

lim Vt:: = k < 1 

szereg jest za wsze z bieżnym. 
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Jeżeli bowiem 
1) 

JÓZEF TETMAJER. 

dojdziemy koniecznie do wyrazu t q , w którym będzie 

ponieważ lim \ft: < 1; a biorąc tę wartość za prawidło w mowie będącego postępu jeometrycz-
nego, będziemy mieli 

t3/t q + t q (v�f + t q (v"t;;f + . . .  > tHt + t q+2 + t ą+3+ ... , 

a zatem 

Jeżeli zaś 

. ' 

granica 
lim Vt

u 
== k < 1 

jest najwyższą wartością, do której rosnąc dąży ilość Vtu ; i będzie przeto 

Że atoli w obu tych przypadkach możemy granicę wyższą reszty r
u
+i uczynić- tak małą. 

jak chcemy, biorąc n dostatecznie wielkiem, szereg S będzie zawsze zbieżnym. 
I tern pewniej będzie takim, jeżeli zawiera wyrazy dodatne i wyrazy odjemne; wtedy bo­

wiem, oznaczając przez r�
+
• resztę jego, będzie zaw,sze r�+• < r n+t 

Z tegoż samego powodu będą zbieżne owe dwa szeregi, które daje rozwinięcie jakiejkol­
wiek funkcyi urojonej. 

3. W liczniku wyrazu ogólnego 
(a-n�-1)(2a-n�-1) ... (t a-n� -1) . . . ( (n- 1)a- n�_-1) p n 

n(a-fl)-r 

1. 2, 3 ... nan (-q) a 

wzoru (A), mamy dwa iloczyny które przedziela czynnik 
n� 
-a-n� - 1 = - 1. 
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Pierwszy 

zawiera 
nB czynników i dąży przeto do 

rifl 

( -- n�f' . 

. -1 

Że atoli w obudwóch iloczynach razem wziętych jest n-1 czynników, drugi 

-( (n-1) tX-n�-1) ( ( n-2) cc-n�-1) 

zawiera 

czynników 1 dąży do 

n _ 1 _ nB == n( cc - �) _ 1 
a CC 

n(a-13) 
( n (ix-�)) a 

gdy oraz w mianowniku iloczyn 

dąży do n
u 

n (n-1) (n-2) . . . 1 

Tak więc dla nieskończenie wielkiej wartości n będzie 

A zatem 

n/3 n(a-fl) 
(-�) a (ix- �) a 

P
u 

lim V T
u 

n(a-fł) 
ixn{-q) a 

13 a-/J 
( _ �)a ( a _ (3) a p 

a-/3 
cc(-q) a 

Jeżeli więc liczebnie jest 
fJ a-fl 

(-B)a (a - {3) a 
p 

et-(] 
(a-q) a 

wzór (A) da szereg zbieżny. 

< 1, 

7 

4. Ten wzór zawiera wszystkie pierwiastki równania ( 1 ). Aby je wyprowadzić, dosta­

tecznem jest w miejscu <-qt wstawiać wszystkie pierwiastki dwuwyrazowego równani& 
a . 

.x + q = o. Ze tu atoli idzie o to, aby otrzymać wyrazy tychże, jakikolwiek jest znak ilosei 

danej q, należy wyjść z równania 
l I 

x-(-q("(1)"", 
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i w ogólnym wyrazie 
I 

( 2b v� 2b) 
x = (- qyx, cos + - 1 sin 

(I. (I. 

jego pierwiastków, czynić następnie 
a a-1 

k = O , k = 1 , k = 2 , . . • . k = 
2 

albo k = -

2
-

według tego, czy a jest_ parzystem lub nieparzystem. 
W przypuszczeniu obecnem, równanie (1) będzie więc miało : 
1) Dwa pierwiastki rzeczywiste, jeżeli ex jest parzystem, a q odjemnem; 
2) Jeden pierwiastek rzeczywisty, jeżeli ex jest nieparzystem; 
3) Wszystkie pierwiastki urojone, jeżeli ex jest parzystem a q dodatnem. 

5. Kiedy wzór (A) nie daje się zastósować, wtedy już wszystkie pierwiastki równania (1) 

nie mogą być w�rażone według jednego i tego samego wzoru. Dzielę więc równanie przez xfl 
i kładę 

I 

X = ( - p - � )u-/3' 

co daje szereg następujący : 
I 

X = (-p)u-fJ - q (a-�-1)q2 

a-/3-I 

(a-�)(_ p) u-fi X fJ 
2a-2{J-I 

2{1 
X 

(r1.-�-1) (2r1.-2�-1)q 3 

3a-3{J-I 

1. 2. 3 (cx-�)
3 

(-p) 
a-/3 3() 

i postępując jak powyżej, otrzymuję: 

więc 

I 

1) Dl a-fl 
a X == (--p) , 

X = (- p)':1.-fl 

1 -

x/J 

1 
-:;-fi 
X 

q 
a-fJ-1 
--· fl 

(a-(3)(-p) a-/3 X 

1 
fJ 

(-pr-B 

1 
2{] 

(-p)u-B 

(rJ.-/3-l)q! 

2a-2B-1 
2fl 

X 

+ 

(a-�-1)(2a-2{3-1) (3r1.-3fJ-1) q 4 

4a-4/3-I 

1. 2. 3. 4 (a-�) 4 

(-p) 
a-f] 

q 
a--I 

(a-�)(-p)a-13 

I �q 
a+fl 

(a-B)(-p)a-{l 

. . . .  ' 

q 
a-I 2U-I 

(a-�ra ( - p) a-iJ 

(rJ.-�-l)q_CJ --
2a -1 
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a przeto 2) 

więc 

X = (- p)'�-{J q 
a--I 

(cx-�)(-p)a-8 
Teraz dla tych trzech wyrazów będzie 

·1 1 �q 
+ a+{J fl 

C-pr-8 (cx-8)(- p)a-{J 

. 1 . - 2�q 

2a-1 

+ · 2a+ 8 

1 
2fl 

X 

2{J 
(-p)a-8 

+ a+ 2/3 

1 1 

3{J 

( - p)a-{l 

q 

. . ' 

�(a + 2�)q3 

3a-I a-fl-1 
- ( cx-fJ)(-·-p) -;=8 / 1 . .2(cx-�)s(-p) a-fl 

Otóż 

(a-�-1) q 2 

, 2a-2{J-1 

1. 2 ( CX _ �) 2 ( -p) a-/3 2(1 
X 

(a-�-1)(2cx-2�-1)q 3 

3a-3/3-I 
1. 2. 3 (a-{1)3( -p) a-fl 

2�( cx-{3-1)q3 

-� 

1. 2(cx-(:1)3(-pr- fl 

(cx-�-1)(2cx-2�-1)q 3 

3a-I 

qs 
- (2cx 1 + ·5a�- 3a + 2� 2--3fJ+1) 3a-r 

1. 2. 3 (cx-�) 3 (-pr-f.J 
�+2��1)(2cx+�-1)qa 

3a-I 
1. 2. 3 (a - �) 3(-p) a-{l 

a p�zeto 3) . 

q (cx+f3-1)q<J. . (cx+.2� -1)(2cx+�-1)q3 

a-1 2a-1 3a-I 

(a-(3) (-pr-/3 1. 2 (cx--�) 2 ( ·--. p) a-{J 1. 2. 3 (cx-{3)3(-p) a-tJ 

Toż samo działanie posuwając dalej znajdujemy: 
1 
fl 

-

�(cx+2�)q 2 + /3(2cx 2+scx� + 6W'Jq3 

3a+ fJ ' 

1 
+ 

pq + /3 a+B 2a t fl 
X 

(- p) a-fl (cx-�)(-p) a-fl 1. 2 (a-�)'1.(-p) a-{J 1.2.3(a-�) 8(-p) a-fl 

1 -· 
2fl 

-

1 + 2�q 
2fl a· 2{] + 

�(cx + 3B)q 'l. 

X 
(- p) a-fl (a-�)(-p) a-(J ( cx-{]) 2(-p) a-fl 

1 
3(3 

1 + 3�q 
31.J a+ 3(1 

X 
(--p) a-{J {cx-�)(-p) a-fi. 

1 1 

4(1 
. . . . ' 

9 

2 
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więc 

a źe 

q 
. a-fl-1 

(cx-p)(-p) a-/3 / 

(rt-�-1)q'l 
---2a-2/J-1 

1. 2 (cx-l.j)2 (-p) a-� X
2 fJ 

(a-�-1)(2ex-2�-1)q 8 

3a-3{ł-I 

1.2.3(ex-�)3{-p) a-fl x3fl 

JÓZEF TETMAJER 

1. 2. 3(cx-8) 4( - p) a-fJ 

�(cx-t-3�)(cx-�-1)q 4 

4a-1 
1.2(ex-�}' ( -p) a-fi 

(3(ex-fl-1)(2ex-2�-1 )q' 

(('l.-/3-1)(2ex-2�-1)(3ex-3/J-1)q 4 

_ (ex-�-1)(2ex-2�-1)(3('1.-3�-1)q4 

4a -- I 4a-4{l-I 
1. 2. 3. 4(ex-fJ) 4( _ p) a-fl 1. 2. 3. 4 (ex ��) 4 (-p) a,-/3 

q4 - 6ex + 1) ------=-----4a--1 
1. 2. 3. 4(ex-�) 4(- p) a-fl 

fex + 3(3 - 1)(2ex + 2 � -\1)(3ex + � - 1)q4 

4a-1 
1. 2. 3. 4(ex-�)4 (-p) a-fł 

wynika ztąd wzór 

' -
(B) X =:.": (-pt-fl q _____ (cx_+l3-1)q 2 

a-1 2a-1 
1. 2 (a-�) 2 (-p) a-fl 

(a + 3{1 - 1)(27 + 28- 1)(3(1.. + �-J)q4 

4a-1 
1. 2. 3. 4(ex-�) 4 (- p)·� 

(a + 2/3- 1) (2a + �-1) q3 

3a-I 

1.2.3 (cx-/3)3 (- p)-;;--8 

(ex+ (n-l)fl-1)(2(1. + (n-2)�-1), .. ((n-l)a + �-J)q n 

- Rn+i . 

6. Ponieważ 

na-1 

I. 2, 3 4 . .. n(ex-fJ)0 (- ;! a-/1 

( (n-l)a + � - 1 ) ( (n - 2)(/. + 2� - 1 ) .... 1 

. . ' 

= ( (n -1) ex + �-1 ) ((n -2)ex + 2{1-1) ... ( a+(n-l){J-1) (O �n(3-1)( (n+l)(3-a-1 )((n-t-2)f3-2ex-1 ) ... 1, 

można uczynić 

( (n-l)a + �-1) ( (n-2)(1,f213-1 ) ..... ((X + (n-1) �-1) 

( (n-l)rx � �-1) ( (n-2)(1. + 2p-J) . . . . . 1 
(n/3-1) (tn+l)�-·ex-1)( (n+2)�-2a -1) . . . 1 
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a wtedy powyższy _wyraz ogólny przybiera kształt taki: 

( (n-1)cx+�-1 ) ( (n-2)a+2�-1 ) 1q n 

. na-.:.1. 

n(n-1) ... 1 (n�-1) ( (n+l)�-�·cx-�) ... J(cx-8) 0 (_:_p)a_.:_(J 

Teraz w iloczynie 

( (n-1)a + P-1) ( (n--2)cx + 2/3-1 ) 

jest 

zawiera on więc 

, czynników i dąży do 

W owym zaś 

1 = ( n - k) ex + k� - 1 , 

k = ncx --:-- 2 . 
(J. - � 

na - 2 
(X - fJ 

na 

(nayx-fl 

(n� - 1) ( (n + 1)8 - ex - 1 ) ( (n + 2)� - 2a. 
jest 

. . 1 

1 ) 

1 = (n + k - 1) fJ - (k - 1) ex- 1 , 

zawiera on przeto 

czynników i -dąży do 

kiedy równocześnie iloczyn 

dąży_ do 1t n. ' 

k ni:: -2 = . + 1 a 
- fJ 

n� - 2 
+ 1 

(J. - � 

n(n - 1) (n - 2) ... 1 

Dla nieskończenie wielkiej wartości n, będzie więc 

a zatem 

na 

(na.)� qn 
� =���-:---'-��--�� 

n(J ' 
na 

lim V Tn 

nn ( n[3yx-/J (cx-f])n(-pr--f) 

n(J na 

B a-fi (cx-fJ)" ( -· p) a-(J 

. 1 
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Dopókf więc liczebnie jest 
C( 

·aa-(] q 
fi C( 

< 1, 

�a-fl (ex.-'- �) (-pt-fi 

wzór (B) daje a-� piei·wiastków równania ( 1 ). 
Ten stosunek współczynników p i q jest odwrotnym względem tego, który wymaga za­

stósowania wzoru (A); daje on więc wtedy owe ex-� pierwiastków, kiedy wzór (A) zastósowa­
nym być nie może. 

7_. Pozostaje nam fJ pierwiastków równania (1), których wzór (B) nie. wyraża. Dzielę 
więc jeszcze równanie przez p i kładę 

będzie 

więc 

X = (- _i_)� -
p 

X= ( - ; 

1 
a X 

{ł-1 p 
l{-_i_)T 

p 

(�-1](2�-1) 
3a 

X 

3fi-I 7-

l)Dla "' = (- ft 
et-{J + I 

X_( q)'fi 
- \- -p �! (- ; ) p 

a 2a-/J 

.'Ca = (- _!L ( 
p· B� (- ; )-fJ-, 

2f.t 

2a / q ) 
fl 

X =l-p . ,  

1-fl a,-(]' J a 
fJ (J 1 

(- ; ) 
� 1 

(- : ) � 
-

Bp 
+ 

p 

(� - 1) 
1. 2�'l 

J - 2/J 

(- 1-) fJ ' p 

20, 

(�-1) .X 
·-·-p2 --

28'lp'l 

(�-1)(2(1-1) (3�-1) 
4f.i'-1 

1. 2. 3. 4�4 (- ! y-/1-

. ' 

2a-2/J+1 

fJ a 

(- ; ) �'!p'l 

2a-2{J + I 

fl 
l- L) p 

4a 
X 

-4-- • • • . •  p 

. ' 
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J 

.,, = (- ;{ 
a-(J ·• J 2rc.-2tJ+ I 

_!_ (- _!J_ )� + (2a-B+ 1) 
(- !1) 

�p p 1. 2 � 2 p 
!I p .. 

f] 

Te zaś trzy wyraży dają 

więc 

3a-2fJ 

a;a= (- i)fl _ _!:_(-_J_)_fl_+ a.(3n-{3) (- :L) fl 
p �p p 1. 2 ę 2

p
2 p 

2a 3c, -13 

;; (-
: )-l-1 

3a 

,,/a= (- _i) ,
B 

• • • . • ; 
. p 

r-� 3a- 3(:J +I 

! (- !L )
T 

x 
a == . . . . . _ a(3a. � �) (- 3-) 13 

I-' p p 1. 2 � p p 
..... ' 

1-2� 

�-1 (- _!L)T x 
2a 

1.2 B 2 
p p 2 

3a-3f]+ I 

+ 2a(� - 1) (- _J_) . 1. 2. �3p3 p 

C( 

I-3� 
c�-1) (2�-1) (- .!L)

T x 3a 

1. 2. 3 �a p P s 
(/3-1) (2�-1) 

(- pq ) 1. 2.313 8p 8 

a że 

3a-3{:J..; I 

- (9•'-9•8+6•+2�'-38+1) 1 2_� �ap• (- ; ) p 

będzie 3) 

3a-3 (J+r 

(3a.-�+1)(3a.-2�+ 1) (- i) 
8 

1. 2. 3 fl3p3 p 

r a-fi+ r 

x = (- 9-)
8 
_ _ !_ (- :L) 8 . p {Jp p 

2a.-B + 1 
+ --·-·--­- 1.2 � 2p 2 

(3a.-�+1)(3a-2�+1) 
(- :L) {J 1. 2. 3 � 8p 3 p 

. ... .  

Toż samo działanie poprowadzone dalej daje nam 
a 2('(-{J 3cc-2f, 

X a = (- 9-)7f _ � (- 9-)_8_ ' a(3a. - (3) (- fj,_
) p �p p + J.2/J 2p 2 \ 

p 
2a 3a-f] 4:'_(_-:-2rl 

.,,•� = (- ! r- ;; (-; f'i + a(�:;:8 1 (-;,) ,, 
3a 4a-f.J 
f] {I ·:JJ3a = (- 9_) _ 3a (- i) 

p �p p 
4a 

_,,4n = (�;,) P 
. ' 

2U--2f3 + I 

f] 

. ' 

..... ' 
3a_-3/J+ I 

a 

13 

. ; 

.... .. , 
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więc 
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I-/;J , 4cc.-4�+ I 

: (- : )
T

;" =. 
r((16a.ri- 12a�- + 2� 11) (- L) . � 

+ 
---1.2.3 �"p 4 

' p • . • .  ' 

�-1 
- 1.2� 2 

I-2� 

(- L)-� x
2a 

= 
li 

• 

p p 

1-3� 

(�-1) (2� - 1) 
(- j_p )-

�

- .x

3

a, 1.2. 3 �3 i8 -
I - 4� 

_ (�-1) (2�-1) (3�-1) (-
L)-�-. .x4a 

1.2.3. 4�4 p p 4 

. ' 

4cc.-4�+r 
3a. (�-1)(2�-1) 

(- pq) . � . .  
+ 1.2.3 � 4 p 4 

4a-4�, I 
(�-1) (2�-1) (3�-1) 

(- _.!J_) � 
. 1. 2. 3.4 � 4p 4 p 

co czyni razem 

(64a 3 
- ,96a. 2

� + 44a.� łl 
+ 48a'l - 48a� + 12a. - 6'�3 

1 
+ 11�'}. - b .. � + 1) -----,-----, 

1. 2. 3. 4 �4 p 4 

(4a.-�+1)(4a.-2�+1)(4a.-3�+1) 
(- L) .J. 2. 3. 4 � 4 p4 p 

I tak otrzymujemy wzór trzeci i ostatni 
I a-� •I 

(O) X = l- 1-)r: - I_ (- �) � 
. p �p p 

2a-�+1 
( q) - + 1. 2 � 2P 2 - p 

(3a.-�+1> (Ba.-2�+1) (-
_J_ ) J. 2. 3 fJ sp 3 . p 

4a-4�.,_, 

+ 
(4a��+1)(4a.-2�+1) (4a.-3�+1) (- !i ) � 

1.2.3.4 �4p 4 p 

+ (na-,6'+1)(na.-- 2�+1) ... (na.-(n-1)�+1) ( 
q ) - p-

- J. 2. 3. 4 ... r,� np n 

na-n�+ 1 

� 

. ' 

8. Granicę jlości Vt:: znajdujemy tu tern samem przekształceniem, którego użyliśmy 
przy wzorze (B). 

Jest bowiem 
(na-� + 1) (na-2� + 1) ..... 1 

== (nr1.-8 + l)(na.- 2B + 1) . . .  (na-(n-1)� + 1) (na-11�+1) (na_;_ (n+l)B + 1) 1 
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(mx- � + 1J (na-2� + 1) . , . ( n(l.-(n-1)�+ 1 ) . 
(u(I.- � + 1) (n(l.-2� + 1) . · ... 1 

= ( no: - n8 + 1) (n(l.-(n+1)� + J)· . . . 1 ' 

T = (na-�+ 1) (n(X-2� + 1) . . • 1 
( q) n n(n-1) ... l(na.-n� + 1) (n(l.-(n+1)�+ ! ) ... J(3 n p n - p 

Teraz w iloczynie 
(na-� + 1) (na. - 2� + .1) .... 1 

mamy 
1 = na - k� + 1 

zawiera on więc 

czynników i dąży do 
n<X 

(na)� 
A w iloczynie 

I 

(nr.i - n(3 +- 1) ( no: - (n + 1) � . + 1) .... 1 
mamy 

a zatem. 

�zynników. Dąży on więc do 

gdy oraz iloczyn 

dąży do n
n 

1 = no: - (n + k - 1) � + 1 

k -= n(a -
�) + 1 ·- ; � 

n(a- �) � 1 
� 

n(a - �) 
( ?i (a.-�) ) � 

n(r,-1) . . , 1 

Dla nieskończenie wielkiej wartości n, będzie więc 

(- ! ) 

na 
a-�-

n(rt-�) 

� �n p n 

n(a-�) 
� 

15 
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a przeto 
n 

lim vr::- - a-� ( C( -- � )-�-�p Gdy więc liczebnie jest 
a-� (e<- �)-�- �p 1 , 

wzór (C) daje owe � pierwiastków niezawartych we wzorze (B). Gdy bowiem 

jest także 
� a < 1' �a-� (e<-�) (-p)a- � 

a a-� 

--C(�--�-(-})-� = ( ( C( - � )-�- �p 
a a-� aa-� q )-

�
-� a < 1 . 

�a-� (e<- �) ( _ p )a-� 

9. Wzory (B) i (C) użyte równocześnie dają więc wszystkie pierwiastki równania (1 ). 
I Aby je otrzymać, należy wstawiać następnie we wzorze '{B) na miejscu (--p)a-� wszystkie pier­wiastki 

( )
a

-� ( 2k1e + v-1 . 2kr:.) x = - p cos - _ - sm -
C(-� C(-� 

I równania /-� 
+ p = o; a we wzorze (O) na miejscu (-} { wszystkie piefwiastki 

X 

, . � . q o rownama x + -p 
I 

(- Pi )i ( 2 k-rr: V-1 cos -
�
- -ł- sin 2_h) 

� 

Więc w przypadku do którego należą te dwa/ wzory, pierwiastki równania (1) wynikają z wartości rzeczywistych i urojonych, zawartych w parze powyższych dwóch wyrazów. W obecnem przypuszczeniu będzie więc miało równanie: 1) Wszystkie pierwiastki urojone, jeżeli <x i � są parzyste, p i q dodatne; 2) Jeden pierwiastek rzerzywisty a) Jeżeli a jest nieparzyste, B parzy -te, p i q tegoż samego znaku; b) Jeżeli C( i � są nieparzrte, p dodatne a q jakiekolwiek; 3) Dwa pierwiastki rzeczywiste a) Jeżeli C( i � są parzyste, q odjemne a p jakiekolwiek; b) Jeżeli C( jest parzyste, f3 nieparzyste, p i q jakiekolwiek; 4) Trzy pierwiastki rzeczywiste a) Jeżeli a jest nieparzyste, � parzyste a p i q mają znaki przeciwne ; b) Jeżeli a i � są nieparzyste 1 p jest odjemne a q jakiekolwiek; 
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a przeto 
n 

lim vr::- -

Gdy więc liczebnie jest 

a 

a-� (o:-- �)-�-�p 
a-� 

(a-�)-�- �p 

1 , 

wzór (OJ daje owe � pierwiastków niezawartych we wzorze (B). Gdy bowiem 

jest także 

a 

iJ.a-�q 
� a < 1' 

�a-� (a-�) (-pr- � 

a a-� 

__ a_�--,--� - (- })-� = ( 
(o: - �j-�- �p 

a a-� aa-� 
q )-

�
-� a < 1 . �a-� (o:-�) (-p)a-� 

9. Wzory (B) i (O) l1żyte równocześnie dają więc wszystkie pierwiastki równania (1). 
I Aby je otrzymać, należy wstawiać następnie we wzorze '(B) na miejscu (--p)a-� wszystkie pier­wiastki 

x = (- p ) °'-� ( cos 
2krc + V-1 sin 

2h) 
o:-� o:-� 

I równania /-� + p = o; a we wzorze (O) na miejscu (- 'f; { wszystkie pierwiastki 
l 

X - (- :} ' . � ' q o rownama x + -
p 

( 2h v-
cos -

�
- + -1 sin 

2_krc ). � 

Więc w przypadku do którego należą te dwa/ wzory, pierwiastki równania (1) wynikają z wartości rzeczywistych i urojonych, zawartych w parze powy7,szych dwóch wyrazów. W obecnem przypuszczeniu będzie więc miało równanie: 1) Wszystkie pierwiastki urojo.ne, jeżeli a i � są, parzyste, p i q dodatne; 2) Jeden pierwiastek rzerzywisty a) Jeżeli a jest nieparzyste, /J parzyste, p i q tegoż samego znaku; b) Jeżeli a i � są, nieparzyste, p dodatne a q jakiekolwiek; 3) Dwa pierwiastki rzeczywiste a) Jeżeli a i � są parzyste, q odjemne a p jakiekolwiek; b) Jeżeli a jest parzyste, (3 nieparzyste, p i q jakiekolwiek; 4) Trzy pierwiastki rzeczywiste a) Jeżeli a jest nieparzyste, � parzyste a p i q mają znaki przeciwne ; b) Jeżeli a i � są nieparzyste, p jest odjemne a q jakiekolwiek; 
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ó) Cztery pierwiastki rzeczywiste, jeżeli ex i � są parzyste, p odjemne a q dodatne. 
10. Z tego co poprzedza wynika, że związki liczebne 

� a-� a 
(-�) '(ex - �) p 

a a-� ex (- ą) 
a a-� ex q 

/ (a--�t-�(-pt 
oznaczają dwa systemy równań trzechwyrazowych. 

< 1 

< 1 

17 

11. W szczególnym przypadku, kiedy stósunek współczynników znajduje się na granicy 
przedzielającej owe dwa systemy, równanie (1) może mieć pierwiastki wielokrotne. Lecż ażeby 
to nastąpiło, niezbędnem jest, aby w równościach algiebraicznych 

a a-� 1 

( (I. (-q) )� 
P 

= 
(-�/ (a-�/-� ' 

� a-� a 1 

q = ( � (ex- �)a (-p) t-� 
ex 

które równocześnie powinny mieć miejsce, drugie strony były rzeczywiste. Gdy te warunki są 
do pełnione, równanie pochodne 

a-� 
rJ.X + 

�
p = 0 

daje pierwiastek wielokrotny. 
Przypuszczam najprzód, że wykładniki ex i f3 nie są obadwa parzyste. A zatem przy-

padki, które tu wydarzyć. się mogą, są następujące: 
1) 

więc 

jest odjemne, a 

dodatne lub odjemne. 
2) 

więc 

jest odjemne, a 

dodatne; 

a == 2r + 1 , � == 2t + 1 ; 

2r+1 2r-2t 1 ( (2r+1) (-q) )2r+1 p = 2t T I 21'-2t ( -2t --1) (2r-2t) 

2t+ 1 2r-2t 2r+ 1 
q = ( (2t+1) (2r - 2t) p ) 2r-:zt 

(2r + 1) 2r+ I. 

ex == 2r + 1 , � = 2t ; 

2r+ 1 2r + 1-2t 1 

p = ( (2r+ 1) ( - q) 
)2r+1 

2t 2r+1-2t ( - 2t) (2r+J-2t) 

2t 2r+1-2t 2r+1 

q = ( (2t) (2r + 1-2t) p 
(2r+1) 2r+ I 

3 
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3) 
więc 
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a == 2r , {J :=-: 2t + 1 ; 

p = 
2t+ I 21'-2t- I 

(-2t-1) (2r- 2t-1) 

2r 2r-2t-1 ( · · (2r) (-q) 
J. 

)21' 

jest dodatne lub odjemne, a 

jest dodatne. 
Jeżeli więc 

2t+ 1 2r-2t- 1 2r 

= ( 
(2t + 1) (2r-2t - 1) (+:p) 

q 2r 
,(2r) 

1) a i B są nieparzyste, równanie ( 1) takie przybiera znaki 
a � x-px+q=O; 

a że wtedy a-B jest liczbą parzystą, równanie pochodne 
a-I �-I ax - Bpx = O 

daje owe dwa pierwiastki rzeczywiste 
I 

X=+ ( 8: r-� 

Pierwiastek dodatny odpowiada wartości dodatnej ilości q. 

)2r-- 2t-1 

Wstawiając go i wartosć dodatną ilości q w powyższem równaniu, mamy najprzód 

a czyniąc 

- a ( 

otrzymujemy ostatecznie 
� a 

(�-·a) ( � � 
)a-�= o .  

(l 

Dla wartości odjemnych pierwiastka x i ilości q, toż samo przekształcenie daje nam 
I 

r-� o 

2) Kiedy a jest nieparzyste a � parzyste, równanie (I) jest takiem 
a � . 

,'JJ -p,'JJ + q = o. 
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a równanie pochodne ma jeden tylko pierwiaste� rzeczywisty 

19 

ponieważ wtedy (J. - � jest liczbą nieparzystą. Ten zaś pierwia.stek wstawiony· w powyższe ró­
wnanie, daje 

albo 

I l 

r-�+ (a-�) ( �� p: r-� = o' 
(J, 

3) N areszcie, kiedy a jest parzyste a � nieparzyste, może być 
a � 

X + pa: + q = 0 

a � 
.'rJ -- px .+ q = O ; · 

a że wtedy a - � jest nieparzystein równanie pochodne daje 
I 

X ( - � r� 
lub 

X =  

podstawienie zaś tych pierwiastków· w odpowiednych równaniach prowadzi zawsze do 
I l 

� a - � a -

( � p )
a-� 

( � p a-� 
(�-a) -a-- + (a-�) a ) = O 

a (J. 

Widzieliśmy w iem co poprzedza, że kiedy równanie pochodne daje dwa pierwiastki rze­
czywiste, wielokrotne pierwiastki, które one wyrażają, d.o dwóch różnych równań należą. 

Więc równanie 
a IJ 

X + px -t- q = 0, 

w którem wykładniki a � nie są obadwa parzyste, może mieć tylko jeden wielokrotny pier-
wiastek rzeczywisty. 

Pierwiastek taki 
x = a V-1 

wprowadziłby wtedy wartość urojoną w pierwszą część równania i nie spełniłby przeto oznaczo · 
nego w niem warunku. 

Nie mogą też równania trzechwyrazowe zawierać wielokrotnych pierwiastków tego kształtu 
1-x ==·a + b y-1 

albowiem jedna nierozłączna para dwukrotnych takich pjerwiastków wymaga już pięciowyrazo­
wego równania czwartego stopnia, którego nie sprowa<lzi do trójmianu, czynnik z innych pierwiast­
ków wynikający. 

Przypuszczam teraz, że w równaniu 
a {l 

x+px +q=O 

wykładniki a i � są obadwa parzyste. Podstawieniem 
2(2m-i1) 

l b 
4(2m+1) 

x =.y u x  =y, 
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gdzie m, może być zerem, otrzymamy nowe równanie zawierające teżsame współczynniki, a w któ­
rem jeden przynajmniej wykładnik będzie nieparzystym. A jeżeli w niem 

y = Q 
jest pierwiastkiem wielokrotnym, będzie 

x = Q
2(2m + 1) lub x = 

Q
4(2rn + ,) , 

odpowiednym pierwiastkiem równania pochodnego 
a-r /3--I 

ax + �px O • 
I mogą się wydarzyć następujące przypadki : 
1) Wszystkie tegoż pierwiastka wartości jednomianem wyrażone, będą wielokrotnemi pier­

wiastkami danego równania, jeżeli w niem wstawione nie zmieniają znaków jego wyrazów. 
Vf równaniu 

żaden z pierwiastków 

równania pochodnego 

2 

X� - p.x4 + L = o 4 

8x7 - 4px3 = O 
nie zmienia znaków i wszystkie są w niem wielokrotnemi ; 

2) Toż samo nastąpi, jeżeli tegoż pierwiastka wartości urojone zmienią w równaniu da­
nem znak jednego tylko wyrazu. Tak jest w równaniu 

gdzie obadwa pierwiastki 

równania pochodnego 

2 

.x4 
+ pa: 2 + .l!_ = 0 ' 4 

4x3 + 2px = O 
zmieniają znak drugiego wyrazu i są wielokrotnemi ; 

3) Gdy zaś w mowie będące wartości urojone zmieniają znaki obudwóch piet-wszych wy­
razów, a otrzymane pierwiastki wielokrotne są rzeczywiste i urojone , należą one do dwóch ró­
wnań, rózniących się tylko znakiem ostatniego wyrazu. Równanie pochodne 

6x 5 
- 2px = O 

daje te cztery pierwiastki: 

.� = (ir 'a:= - c;r' .x = (�)
4

V-l; x = - c;rv-i · 
Pierwsze dwa rzeczywiste są wiełokrotnemi w równaniu 

3 

a:6 
- px2 + 2 ( i ) 2 
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a dwa ostatnie urojone, które zmieniają znaki obudwóch pierwszych wyrazów, są wielokrotnemi 
w równaniu 

3 

.xs - px2 - 2 ( � ) 2 

12. Pozostaje nam sprawdzić, czy wzory (.A.), (B) i (C) 
jednokrotnych pierwiastków równania (1 ), kiedy jest liczebnie 

albo, co jest tern samem 

fl a-{l a 
(-fl) (a - (3) p 

a a-(3 

(X (-q) 

a a-fl 

= 1, 

ex q 
= 1. 

fJ a-� a 
� (ex - �) (-p) 

Zbieżność lub rozbieżność szeregu 

mogą służyć do· wyprowadzenia 

Q = t
0 

+ t, + t'l + • • , tn + Rn+t , 

. w którym 

• n/_ 
hm V t

n 
= 1 , 

nie może być wykazaną bezpośredniem porównaniem z pewnym postępem jeometrycznym. Wtedy 
używamy szeregu 

w którym stosunek 

dąży do jedności. 

S=1+-1- +
1

+ + 1 + 
2m 3m ' ' ' • (n+ 1r Tn+1 

tn+1 
= 

(n+ 1)m 
tn (n+ 2)m 

= 1 
m 

+ 
m(m+3) 

n 2n 2 

Widzimy już, że wyrazy jego postępują, malejąc nieograniczenie. 
Teraz zatrzymując się przy wyrazie 

znajdujemy w 

a że różnica 

1 

(n·+ l)m 

pozostających wyrazach takie stosunki: 
n + 2 1 

+ (n+ 2)m > (n+ 2jm 

2n+4 1 
"> ...L 

(2n+ 4r (21d·4)m I 

4n+8 1 -> + (4n+ 8)m (4n+ 8)m 

1 1 

1 
(n+ 3)m + · 

1 
(2n+.5)m + ' 

1 
..J... 

(4n+9)m I 

1 

. + (2n+Br 
1 

· + (4n+7t' ' 

. 1 

' + (8n + 15.)m 

+ i m(m-l)n m- 2 + . .. 
(n !l + 5n + fi)m 

maleje nagle, kiedy n rośnie, idzie zatem, że biorąc n coraz większem, strony tych merownosc1 
stają się coraz mniej nierównemi. Więc suma pierwszych stron tych nierówności jest granicą, do 
której dąży reszta Tu-t1 Szeregu S. 
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Otóż kiedy jest m > 1 , ta granica daje postęp jeometryczny zbieżny 
1 ( 1 1 1 

(n + 2r-1 1 + 2m=--1 + 22m-2 + 2sm-3 + . . . , 

którego sumą jest 

c2m- l_ 1) (n+ 2)m-1 . 
Mamy więc wtedy 

c2m-l - 1) (n+ 2)m-l > rn+1 ; 

a że pierwszą stronę tej nierówności możemy uczynić tak małą jak chcemy, biorąc n dostatecznie 
wielkiem, toż samo oczywiście z drugą jej stroną nastąpić musi. Szereg S jest przeto zbieżnym. 

13. Wyobraźmy teraz przez 
Q = to + tł + t2 + • • • • + tn + Rn+1 

szereg, którego wyrazy wszystkie mają znaki jednakie i od pewnego miejsca postępują, malejąc 
ciągle i nieograniczenie, a przez 

t0 +1 _ 1 (j + W 
,::- - - -;; n2 - .•• , 

stosunek jego dwóch po sobie następujących wyrazów, który dąży do jedności. 

to jest 

I niech będzie O > 1 , a m liczba mniejsza od 0 a większa od jedności. 
Dla wartości dostatecznie wielkiej n, będzie 

m m.(m + 3) 1- - + 0 w . "> 1 -- - + 
n2 - • • . , n 2n2 . 

n 

(n+ 1)m 

> tn+1 
n+ 2 tn ' 

a zatem począwszy od tejże wartości n, wyrazy szeregu Q będą maleć nagłej, niż wyrazy sze­
regu zbieżnego 

i nakoniec będą mniejsze od wyra.zów odpowiednych tegoż szeregu. Więc szereg Q będzie także 
zbieźnym. 

Kiedy dla otrzymania ilości 0, bierzemy stosunek 

zamiast tego 

n 

0 (n+k) 

0 

1 
Ok 0(0 + 1)k 2 1 

n + 1. 2 n'l 

a 
= 1-

n 

0(0 -j- /) 
+ 1.2 n

2 
- .  • . ,  

dostatecznem jest podzielić przez k współczynnik drugiego wyrazu w szeregu, przedstawiają.cym sto­
sunek 

. 0 
(n+k) 
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14. Weźmy stosunek 
k 

( et-(n+k) �-1) ( 2a-(n + k) �-1) ..... ( (n + k-1) et - {n + k) �-1 ) p 
(a.:.__ �)k 

.k . --

(n+1)(n+2) ... (n + k) (et-n�-1) (2et -n�-1) ... ((n-1)(X-n��1) et c� q) a 

23 

ze wzoru (A). P·onieważ w iloczynach zawierających wykładniki 
maleją ku środkowi, równam czynnik nieoznacżony 

i . 
·.- , 

a i � ·czynniki _ z obu sti·on 

met -- (n + k) ę - 1 
wyrazu Tn+k , z pierwszym czynnikiem 

et - n� - 1 
wyrazu To ; i z równania 

met - (n + k) � - 1 = a - n� - 1 
wnoszę: 

lc(3 
m= - + 1. 

et 

Otóż m jest liczbą całą , a zatem najmniejszą wartością ilości k będzie a. Więc 
m==�+1. 

Pierwszy przeto czynnik wspólny będzie 
(� + 1) a - (n + et) � - 1 , 

a poprzedzający go bezpośrednio w wyrazie Tn,- a, 

et� - ( n + a.) � - 1 . 

Teraz równam ostatni czynnik 
(n - 1) et - n� - 1 

wyrazu Tll z czynnikiem nieoznaczonym 
(n + et - u) et - (n + et) � - 1 

wyrazu Tn+ r" ; a z równania 

(n-1) et - n� - 1 = (n + et - u) a - (n + et) � - .1 

otrzymuję 
u:=. et-�+1 . 

Ostatni więc czynnik wspólny będzie 

(n + � - 1) et - (n + a)� - 1 , 

a bezpośrednio po nim następujący 
(n + �) a -(n + a) � - 1 . 

N areszcie, ponieważ 

a 

k 
p 

k 
(a-'-�)k 

-

a ( - q) a 

p 
a a-fl 

C( (-q) 
według przypuszczonego związku liczebnego 

� a-{J a 
( -�) (et - �) p 

a a-{] 

C( ( - q) 

a a-,� ' 
et (-q) 

1 

1 
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powyższy stosunek przybiera wyraz taki 
( a-(n+tX)�-1 ) (2a-(n + a)�-1) ... (�tX-(n + a)�-1 ) ( (n+�)a-(n + tX) �-1) 
.•... ( (n+a-2)a-(n+a) �-1) ((n+ a-l)tX-(n T tX)�-1) 

. 
� a-� (n+1)(n+2) ... (n +ex) (-�) (a-�) 

Mamy teraz przemienić na wielomiany zawarte w tym wyrazie iloczyny. Czyniąc zawsze 
. i(i + 1) 1+2+3+ .. ... i= 2 

będziemy mieli 

__ ( na-�(a-�t-�+ ( (a-!- l)• - t)/-�-, (a-�t-� + Qna-�-2 + ... ) 

( a. tX(a -ł- 1) a. -r a.-2 
) 

fl a-� 
n + 

2 
n + Rn + . . . (- �) ( tX- �) 

a po wykonanem mnożeniu i dzielenfo 

więc 
Tn+ a. 

Tn 

1 _ 3a + S 
2n � -

3 
6 = 2 ; 

. ' 

a przeto w powyższem przypuszczeniu wzór (A) daje szereg zbieżny. 
15. Dla wzoru (B) kładę 

-
k _ ( a+(n-ł-k-1)�--1)(2a+(n+k-2)�-1) ...... ((n+k-l)a+ �-1 ) q 

ka -
k �-(n+ 1)(n+ 2) ... (n+k) (a+(n-1)�-1)(2a+(n-2) �-1 ) ... ((n-1)tX+�-1)(ex-�) (-p) a-fl 

Czynniki tych iloczynów postępują rosnąc. Równam przeto pierwszy czynnik 
ex + (n + k - 1) � - 1 

wyrazu TnH , z nieoznaczonym czynnikiem 
ma + (n - m) ę - 1 

wyrazu Tn ; a równanie 
ex +- (n + k - 1) � - 1 == mtX + (n - m) [1 - 1 

daje 
k� 

m =-�+1 . 
(X-1-1 

Ponieważ m jest liczbą całą, najmniejszą wartościł\ ilości k będzie ex - � ; a zatem 

Pierwszy czynnik wspólny będzie więc 
(� + 1) tX + (n - fJ - 1) � - 1, 

a poprzedzający go bezpośrednio w wyrazie Tn 

�a + (n - �) � - 1 
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(n - 1) ex + � - 1 = (n + ex - � - u) ex + u� - 1, 

równając nieoznaczony czynnik wyrazu Tn+a-� z ostatnim czynnikiem wyrazu In ; co daje 
u=a+J. 

Więc ostatni czynnik wspólny będzie 
(n - � - 1) ex + (ex + 1) � - 1 , 

a bezpośrednio po nim następujący 

Mamy też 

a 

( n - �) a + ex� - 1 

k 
q 

a-� 
q 
a-� a 

(ex - p) (-p) 
a 

Il 

a-� a 
(a - �) (-p) 

według przypuszczonego związku liczebnego 
a a-� 

a q 
1 . ' 

i tak otrzymujemy 
Tn + a-� _ ( (n+ct-�-1) ex +�-1) ( (n+cx-�-2)�+2�-1) . .. ( (n-p)a + a�-1 ) �� 
Tn (n+1)(n+2) ... (n+a-�) (a;+ (n-1) �-1 )( 2cx+(n-2)}-1 ) ... (�ex+(n-�)�-1) aa 

, a wykonywając też same działania co w poprzedzającym razie znajdujemy następnie 
a a ( (a;-�) (rJ.-1) ) a-I a a-2 

n rJ. + 2 - 1 n ex + Pn + • • • • • • • . 

2G 

( a-� (ex-�)(ex-�+1) a-�-1 a-�-2 ) ( � � ((a-�-)(-�-+-1)--) -�--I- � n + 2 n + Qn + . • . n � + 2 -1 n � 

Więc 

�-2 
) + Rn + . . . . . , 

Tn+a-� = 1 _ 3(cx - �) S 
,.,., 2 +-11 - . 1n n n 

3 
o= 2 

a przeto w obecnem przypuszczeniu wzór (B) daje szereg zbieżny. 

16. Nakoniec stosunek 

wzięty ze wzoru (C) · przybiera wyraz taki 
(a-fl)lc 

Tn+k _ ( (n+k)a-�+1) ( (n+k) cx-2� +1 ) .... ( (n+k)rJ.-(n + lc-1)�+ 1) (- q) � 
� - � 

k -

(nł1) (n+2): .. (n+�) (na-�+1) (na-2{1+1) ..• ( na-(n-1)� + 1) fJ p � 
Tu czynniki zawierające wykład�iki a i fJ postępują malejąc. 
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Kładę więc 
( n + k) iX - m� + 1 = niX - � + 1 

równając czynnik nieoznaczony wyrazu Tn+k z pierwszym �zynnikiem wyra,.zu Tn ; a. z tego 
równania wynika 

iXk 
m=T + J. 

Że zaś m jest liczbł\ całą, najmniejszą wartością ilości k będtie �; a zatem 
m==«+1. 

Pierwszy przeto wspólny czynnik będzie 
(n + �) (X - (IX + 1) � + 1 , 

a poprzedzający go bezpośrednio w wyrażie. Tn+fl, 
( n + �) iX - a� + 1 

Kładę teraz 
(n + �) iX - (n + � - 1) � + 1 = niX - (n - u) � + 1 

równając czynnik nieoznaczony wyrazu Tn z ostatnim czynnikiem wyrazu Tn + � ; co daje 
u=a-�+1; 

Ostatni czynnik wspólny będzie więc 
niX - (n - a + (3 - 1) � + 1 

a bezpośrednio po nim następujący w wyrazie Tn , 
niX - ( n - (a - �) ) � + 1 

Mamy oraz 

a 

według związku liczebnego 

Będzie więc 

(a-fl)k 

(-q) -��- = 
ak, 

k 
P

T {J 

(-qt-� 
= 

{1 a, 

�- p 

a a-� 
(X (- q) 

� a-fJ a 
{J (iX-�) p 

(-q) 
a-{J 

� a ,. 
� p 

a-6 
(�-�) 

a, 

(X 

= 1 . 

a-fl 
( (n+{J)iX-�+ 1) ( (n+�) a-2�+1) ... (. (n+B) iX-iX�+1) ( a - ��. 

(n+l) (n+2) ... (n+fJ):( na- (a-�) �+1 ) ... ( niX-(n-1) 8+1) a a 

a po zmianie iloczynów na wielomiany 

Tn+/J n a et + ( �( a ; 1) + 1 ) n a- I / + Pn a-2 + . . . 

Tn = ( nfl
+ 

� (�
2
+ 1) {J-1 /J-2 ) { 

a,-{J <»--{J, . (Bt�-- � -f 1 . 
J 

��..u ,,_..,._r:x:-{J 
n + Qn + . . . n (a-�) + --

2
-- + 1 n (iX-�) 

a,-/J--2 ) +Rn + ... , 

Tn+/l 
Tm 

= ·-·- .... , 



więc 
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3 

6=2 > 1 ,  

27 

a przeto w obecnem przypuszczeniu wzór (C) daje szereg zbieźny. . .. 
Kiedy więc stosunek współczynników p i q znajduje się na samej" grani�y, .Przedzielającej 

dwa systemy równań trzechwyrazowych, wszystkie trzy wzory (A), (B) i (O) użyte być mo­
gą. �dzie zatem, że gdy w takim razie równanie nie ma wielokrotnych pierwiastków, ilość jego 
.rzeczywistych i urojonych pierwiastków wynika ze wzoru (A). Czasem atoli wzory (B) i (O) 
dają nagiej zbieżne szeregi. 

Pierwiastki wielokrotne mogą być także według tychże wzorów wyrażone. A że żaden 
z nich nie może dać dwóch równych pierwiastków, równanie ma wtedy tyle pierwiastków rze­
czywistych i urojonych, ile ich wzory (B) i (O) dostarczyć mogą. 
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